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内 容 提 要 


本 书 共 分 五 章 . 

第 一 章 论 述 非 线 性 算 子 的 一 般 性 质 , 包括 连续 性 ` 有 界 性 、 全 连续 性 、 
可 微 性 等 , 并 给 出 了 隐 函 数 定理 和 反 函 数 定理 . 

第 二 章 建立 拓扑 度 理 论 . 不 仅 建立 了 最 重要 的 有 限 维 空间 连续 映 象 
的 Brouwer 度 和 Banach 空间 全 连续 场 的 Leray - Schauder 度 , 而 且 论 述 了 
较 常 用 的 凝聚 场 的 拓扑 度 和 A- proper 映 象 的 广义 拓扑 度 . 

第 三 章 将 半 序 和 拓扑 度 (不 动 点 指数 ) 相 结合 来 研究 非 线 性 算 子 方程 
的 正解 ,讨论 了 常用 的 凹 算 子 和 凸 算 子 的 正解 及 多 解 问题 . 

第 四 章 主 要 证 明 强 制 半 连续 单调 映 象 的 满 射 性 和 强制 多 值 极 大 单调 
映 象 的 满 射 性 . 

第 五 章 论 述 非 线 性 问题 中 的 变 分 方法 , 既 包 括 古 典 的 极 值 理 论 , 也 包 
括 属 于 大 范围 变 分 学 的 Minimax 原理 和 Mountain Pass 引 理 等 . 

书 中 包括 了 对 于 非 线 性 积分 方程 \ 常 微分 方程 以 及 二 阶 半 线性 椭圆 
型 偏 微分 方程 的 应 用 . 

本 书 可 作为 综合 性 大 学 和 师范 学 院 数学 系 研究 生 的 教材 以 及 高 年 级 
大 学 生 的 选修 课 教材 ,也 可 供 从事 非 线性 问题 研究 的 大 学 教师 和 科技 工 
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第 二 版 序 


第 二 版 基本 上 是 第 一 版 的 重印 . 在 第 三 章 82 的 末尾 ,我 
们 增加 了 一 个 有 关 非 紧 减 算 子 的 不 动 点 定理 (定理 2.5). 另外 ， 
对 书 末尾 的 参考 文献 做 了 一 些 调 整 , 增加 了 反映 近年 来 重要 工 
作 的 若干 论文 ， 

本 书 再 版 过 程 中 , 得 到 山东 科学 技术 出 版 社 的 大 力 支 持 和 
国家 自然 科学 基金 及 山东 大 学 出 版 基金 委员 会 的 资助 , 特 致谢 


意 . 
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近年 来 ,分 析 学 研究 对 象 和 方法 的 发 展 , 表明 泛 函 分 析 的 地 
位 日 益 重 要 . 在 培养 科学 专门 人 才 的 过 程 中 , 泛 函 分 析 已 成 为 
过 去 公认 的 数学 分 析 课程 的 继续 和 补充 , 这 对 基础 数学 专业 的 
学 生 和 其 他 某 些 学 科 专 业 人 员 来 说 都 是 必需 的 ， 在 科学 技术 进 
步 中 , 要 求 分 析 各 控制 客观 现象 的 数学 能 力 向 着 富有 全 局 性 的 
高 、 精 水 平 发 展 , 从 而 使 非 线性 分 析 的 成 果 不 断 积累 ,逐渐 促成 
了 分 析 数 学 内 新 分 支 学 科 的 诞生 ,无论 如 何 , 在 无 穷 维 空间 框 
架 中 , 处 理 分 析 学 的 线性 及 非 线 性 问题 的 方式 有 着 无 穷 的 潜力 ， 
近 数 十 年 的 成 就 以 充足 理由 要 求人 们 接受 非 线性 证 函 分 析 这 一 
重要 的 分 彭 学 科 ', 当前 ,我 国 为 了 实现 建设 四 个 现代 化 的 宏伟 
目标 ， 急需 培养 人 才 . 要 求学 习 非 线性 证 函 分 析 的 , 已 不 局 限于 
专门 从 事 泛 函 分 析 中 某 一 方面 工作 的 人 员 . 事实 上 , 近 十 多 年 
来 ,各 国 出 版 的 一 些 普通 泛 函 分 析 教 程 已 见 变 化 ,使 非 线性 部 分 
的 比率 增加 ;同时 , 以 非 线 性 泛 函 分 析 为 题名 的 教程 也 多 起 来 
T. 

非 线性 泛 函 分 析 的 内 容 大 都 可 追溯 到 二 三 十 年 代 . 现今 大 
体 上 公认 的 几 个 方面 , 如 变 分 学 及 变 分 方法 的 成 就 从 证 函 分 析 
开始 成 为 学 科 就 起 着 作用 ;拓扑 学 方法 及 其 成 就 ,不 动 点 及 拓扑 
度 理论 , 乃至 解析 方法 , 大 致 也 是 如 此 . 正 像 有 悠久 历史 的 学 
科 , 例如 线性 偏 微分 方程 理论 的 新 著 , 往往 各 有 其 针对 性 一 样 ， 
非 线性 泛 函 分 析 的 教程 , 自然 也 当 各 具 特 色 . 


郭 大 钧 教授 对 非 线 性 泛 函 分 析 的 几 个 重要 课题 及 其 应 用 ， 
诸如 某 些 典型 的 非 线 性 算 子 .Hammerstein 积分 方程 、 常 偏 微分 
方程 .迁移 方程 . 凸 锥 理论 与 非 线 性 算 子 方程 的 正解 、 非 线性 算 
子 拓扑 度 和 不 动 点 定理 以 及 固有 值 、 解 的 个 数 与 分 支 , 系统 地 研 
究 达 二 十 余年 ,取得 了 卓越 的 成 果 . 他 掌握 的 理论 深 广 , 并 注意 
了 课题 间 的 沟通 . 为 了 满足 我 国 数学 教学 及 科研 的 需要 , 考虑 
到 我 国 数学 界 的 现状 和 加 速 吸收 当代 知识 的 迫切 性 , 他 选取 多 
年 所 授 专 题 课 教 材 并 加 入 科研 活动 中 有 关 成 就 , 整理 成 本 书 . 
该 书 结合 概念 的 引进 和 定理 的 论证 ,特别 注意 了 例 \ 反 例 及 必要 
的 评注 ,反映 了 非 线 性 泛 函 分 析 的 发 展现 状 及 某 些 科研 领域 需 
要 的 若干 知识 . 书后 附 有 丰富 的 参考 文献 . 读者 阅读 本 书 , 将 
能 得 到 益处 . 
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第 一 章 “” 非 线性 算 于 


本 章 论述 非 线性 算 子 的 一 般 人 性 质 , 包括 连续 性 有 界 性 、 全 
连续 性 、 可 微 性 等 . 这 是 一 些 基本 概念 和 性 质 , 在 以 后 各 章 中 都 
要 用 到 . 另外 , 我 们 给 出 了 隐 冰 数 定理 和 反 函 数 定理 , 这 是 两 个 
用 途 广泛 的 重要 定理 . 


$1 连续 性 与 有 界 性 
ik E, 和 E; 是 两 个 实 Banach 空间 , DC E,. WE T A;D 
E;. 一 般 假 设 A 是 非 线性 的 . 

定义 1.1 设 xoED. 车 Ve>0, 3j68=6(xo,e)>0 使 当 
:€ D BÍz- xo « 5 nt, EH | Ax — Aro] <e, MPRA XE xo 
连续 ; 若 A TED 中 每 一 点 都 连续 , 则 称 A ED ER AER 》 
只 与 < 有 关 而 与 zoE D 无 关 , 则 称 A 在 DD 一致 连续 . 

注 1 显然 ,A 在 zoED 连续 的 充分 必要 条 件 是 :对 任何 
XnED,xzn 了 xo WA Ar, > Azon). 

定义 1.2 i A 将 D 中 任何 有 界 集 变 成 E, 中 的 有 界 集 ， 
则 称 A EDLER. 

注 2 众所周知 , 对 于 线性 算 子 而 言 , 连 续 BTE 
价 的 , 但 对 于 非 线性 算 子 , 则 没有 这 种 等 价 关 系 . 例如 ,考察 空 
间 1， 上 的 泛 函 : 


f(x)- 2; kr,, 
Vn won bs 
其 中 r, = max] | x | -1,0|l(-21,2,--). H F zr, >0(k—> 
00), 故 上 述 和 式 中 只 有 有 限 项 不 为 零 , 即 f(x) dE. 易 知 , 若 
xU = (af, rf, Elax lorz) Eh, E 
"l= {Ñ Gf? t0 (no) 
则 必 有 f(x) f(x), HR fS 上 的 连续 泛 函 .但 不 难看 出 
Fl 上 不 是 有 界 的 ,事实 上 ,车 令 = ( zf， 各 
z eh 
T t X k=n 时 ; 
zi ”一 
0 当 关 nn 时 . 

BREl 且 |‖z( =2(2 =1)2,…); 但 f(z0?) 9 noo 
(7 一 oo ). 

下 面 , 作为 一 个 例子 , 较 详 细 地 讨论 常用 的 一 个 非 线 性 算 子 
的 连续 性 和 有 界 性 . 设 G 是 RP 中 可 测 集 , H 0< mesG < 
+o. Rt f(x,u)(x EG, - oo « u € + co) VJ fit if E 
Caratheodory 条 件 ， 如 果 : 

CL) 对 几乎 所 有 的 zxE G, f(x, u) u 的 连续 函数 ; 

Cil ) 对 每 个 w, f(x, u0J& xz (IE G 上) 的 可 测 函 数 . 

算 子 

fo(x)= f(x, p(x)) (1:1) 

叫做 Heman 算 子 . 

引 理 1.1 设 mesG<+%. 则 f(x,w) 满 足 Caratheodory 
条 件 的 充分 必要 条 件 是 : V y >0, 3 有 界 闭 集 FCG,mesF > 

2 


mesG — » fi flr, n) fE FX (— 00, t 09) EER. 
证 充分 性 ;由 假定 , 存在 有 界 闭 集 FCG, mesF, > mesG 


-L(aci,2,77), 0 fir u)E F, x (700, to) EE . 4 


F- Ú F,CG, lll mesF = mesG, A4 x€ F Bf, f(r, u) Æ u 
在 -co<v<+co 上 的 连续 函数 , 故 Caratheodory 2& fF B 
(j ) 满 足 . 又 , 显然 对 于 固定 的 vxE(- o, +o), X 
Ix € F,|fCz, u)2a | Ca 为 实数 ) 是 有 界 闭 集 ,从 而 集 
Iz€ Flf(z u)2al- Ü Iz€F,|fGr u)2a| 

是 可 测 集 , 因此, fr, u) ER x W RRE F EKS aN R K, 当 
然 也 是 G 上 的 可 测 函 数 , 故 Caratheodory 条 件 的 (ii ) 满 足 . 

必要 性 :给 定 920, 只 须 证 明 下 述 结论 :存在 有 界 闭 集 F, 


CG,mesF, >mesG -AR 0, 20(n =1,2,…), 使 得 当 zi， 
r;€ ,其 距离 dx, «8, uj; u2€[7 n, n), 
|ui 7 u| & 8, 时 , 恒 有 


[f(x2, u3) 7 fx, ui)| < 三 (n=1,2,……). 


事实 上 , 若 已 证 上 述 结论 , 令 F= N 已 CG, 则 下 是 有 界 闭 集 ， 


满足 
mes( G NV F) -mesU (G V FE,) 


x 5 mes( GV F,)< 25 252 
n=1 


n=1 


而 且 可 证 flr, u) E FX(— 0o, + %) 上 连续 如 下 :给 定 (zi， 


w JEFx(- oo, + oo), X-F AERA RE B] e 0, RE no, 使 二 
3 


<e, |ui| € no 1. FÆ, (x4) € FX C 99, 00), ET 
Æ dlzi, x2)< = min] rp 1}, lui- us| <8 时 , 恒 有 x1, za 
u2| «84 n9 7 1 no, AT 


€ FCF, ,d(xi, 32) Lôn > 
L 
| f(x2, u2) fx, a) se. 


ik F(z,u) 在 已 x(-co, +oo) 上 连续 .下 证 上 述 结 论 , 令 
Go= |xEGI|f(zx,w) 作 为 BR EE - oo Cu +E 


连续 |. 
由 Caratheodory 条 件 的 ( i ) 知 mesGo = mesG . 又 令 


Gas= |z€ Go] ui u€l-n, n], |ui- e| cL Hi 
[f(z u) = flas up) | | (01,2, 7. 

注意 到 有 理 数 的 稠密 性 , 知 Go N G,,, = |x€ Go| 存 在 
is us [o n,n], E a u| < 去, | fC, u) = flr, v2)| 
> 站 | = jzeGo| 存 在 有 理 数 u, wu2E [一 n,n], 使 


flx, ui) 7 flx, u2) | >+] à 


lui- u| <+, 

由 Caratheodory 条 件 ( i ) 40, 对 于 固定 的 u1, xz, 集 |ze 
Go| | Slx, u) = flx, uz) | > 天 | 是 可 测 集 , 从 而 集 Go \ Gn,» 
(作为 可 数 个 这 种 可 测 集 的 并 集 ) 也 是 可 测 集 ,因此 , 集 Gu ,是 
可 测 集 . 显然 ,对 固定 的 n, E GL,C GSC Gs Con. 4 E, 
= Ü, G,,, C Gs WEH E, = Go. EE # E, > Go WEE 


oE GNE, 7. N, (Go \ Gnn) AMEE a ™, uu € 


[-7n,n]f£ i 
4 


lu aia EA 
: = m 


| frg a 0) — Gros a2) | > (m=1,2, om) 
此 显然 与 函数 f(xo, uE- nuin 上 一 致 连续 了 矛盾. TE, 
证 明了 五 ,= Go(n=1,2,…). 从 而 有 
lim mesG,,, „ = mesGo (n=1,2,.…) 
对 给 定 的 n, A mo, 使 


; ~ 4.a 
mesG,, .n> mesGo 23 


将 区 间 [ - n, n] oi ;=2nmo 等 分 , 设 分 点 为 
-n=u uP cu mg. 


由 Jlysun 定理 ,存在 有 界 闭 集 D; C Go, 满足 


mesD, > mesGo 一 


E P- 
3(s +1)2" 
且 使 f(x, u OER x 的 函数 在 D; 上 连续 (从 而 , 一 致 连续 ), i 


-0,1,7,5. 4 D= f] Di, 则 由 一 致 连续 性 知 ,存在 00, fl 
FICIT u?) - f(z2, «9)| «s, Yro ED, 


d(ri, z2)<8, 1i1=0,1,.,s. 


现 取 闭 集 已 CGw (1D, fi 


1 


mesF, > mes( Gn „N D) - I. 
0 2^ 3 


X 0,, (Ë 0< 0, X min 
事实 上 
Go \ (G, ND)= (Go \ Gnn) U (Go \ D) 


aÈ. 下 证 此 F, 50, MAER . 
0 


—(GQN G, 2 UCU Go D)), 


从 而 
mes( Go \ (Gump ND)) 
mes( Go \ Gara) 十 p> mes( Go \ D;) 
i=0 
1.7:3 7 -1.2 
<i 3 2 n2 22 97 
BUR 
1.23 
mes( G,,, , (1 D) 2 mesGo = 5; D 
因此 ,得 


mesF >mesGo - z% = mesG -区 
ix Tis T2 € Ers d (zl x2) < ó,, Uis U2 € T n, n], 
|ui 7 u2| € &,. HT 2, «ufi qiie eq e o =0,1, 


2, …, 5 一 1), 故 存在 某 u CO, fii | ui ut? | «1, | u2— u? | < 
0 


PLE 
PLET u2) — f(x1, u1) | 
s | flr, u2) — frz, u0?)| 
E | fra; u?) - f(x, uy 
十 Lf, u?) - f(x, u1) | 
1 1 1 1 
S3a d3a34 i 
证 完 


以 下 恒 设 flr, u) Œ Caratheodory 条 件 . 


引 理 1.2 Æ g(xz) 在 G 上 可 测 , 则 fy(zxz)= f(x, o(x)) 
也 是 G 上 可 测 函 数 . 

证 i mesG< +co. 由 引 理 1.1, 引 有 闭 集 己 CC， 
mesF, >mesG 一 二 (= 1,2,…), 使 f(x,u) 在 FxX(-%， 


+ co ) 上 连续 . 不 妨 设 FC F414(n=1,2,…), 否 则 ,以 U FF 
作为 新 的 瓦 , 即 可 . 由 JIysun 定理 , 3 闭 集 D, C F,, mesD, > 
mesF, -二 ,使 p(x) 在 D, 上 连续 . 同样 可 设 D,C D, (n = 


2,…). 令 D= Ü D,,H=G\D, 则 
mesD = lim mesD, = mesG, 
JF H. mesH 7 0. 对 任何 实数 a, 显然 集合 
Ixlx € Dj, f(z, 9(x2)2a] 
是 闭 集 , 而 集合 
re f(x, oeCx))Zal 
= U iz [rE€ED,, f(x, e(x)) Za], 
E ixrix€D,f(x, oa | 是 可 测 集 , 从 而 集合 
Ix|x € G, f(x, e(x))Zal 
是 可 测 集 , 于 是 f(x, p(x)) 是 G 上 的 可 测 函 数 . 
现 设 mesG= + oo, 18 G 表 为 
G= Ü G, 
其 中 G, 门 G, = O( nzEm), mesG, < * ?(n 21,2, -). HAT 
BRBOAGFO.o.(x)Ddé G,， 上 的 可 测 函 数 ， 故 集合 
Irlx € G, f(x, p(x)) 之 al 是 可 测 集 ,从 而 集合 
r[x€G, f(x, g(x))2al 


- rlr€G,. f(x, oue 

也 是 可 测 集 ,因此 ro pd uM 

引 理 1.3 iE mesG« +œ. Yr e, (z)(n71,2, > r G 
ERMEKAF olr), M fo, Cz): XE G 上 依 测度 收敛 于 
Lotus 

证 Vo>0, 令 

-ixix€G, f(x e (X0) - f(r, eCx)) | 2o]. 
我 们 需 证 lim mesF, — 0, Bp 
lim mesD, = mesG, (1:2) 

RE D,-GVF,-izriz€G, |fG. 9,70) - flr, Go) | 
<ol. 令 G= |zlzeG 满足 :对 任何 u, H|o(x)-ul« 


二 ,就 有 |(z,g(z))- f(z,u)|<ol， 
其 中 人 = 12,…. 显然 GICGzCGsC…. 令 HH= Ü G. Ë 
zoE GV H,lll r€ G,(Ck 21,2, 7). 因此 3 us, fil 

lelro) 7 u | «1. | f xo; e(xo)) - f(x, uy)lzoc 


(k=1,2, e), 
WRR S ro n) TES u= uo 7 op(zo) 处 不 连续 . 于 是 ,由 f(x， 
u) W/E Caratheodory 条 件 , 知 mes( G NV H) =0, 即 
limmesG, = mesH = mesG. (1*3) 


Ve>0, 由 (1'3) 式 并 注意 到 mesG < + oo, 可取 充分 大 的 bg, 使 


mesG, 2 mesG ES. (1*4) 


4» 


Q,- E EG, | e GO - eGO >E 


R,-GNQ,- zlzeG， PORGIR AE 


由 于 p(x) 依 测度 收 全 于 p(x)， i limmesQ,, = (0， RI limmesR, 
= mesG, 因 此 , 3 正 整 数 N, 使 当时 n>N, BA 


mesR, > mesG — 5. (1*5) 


显然 Gh 站 R,CD,. fk 
GN D,CGNGG, YR) - (GN G,)JUCGN Rp), 
于 是 ,由 (1.4) 式 与 (1.5) 式 ,并 注意 到 mesG < + co ,可 知 : 当 n 
>N EA 
0 ximesG - mesD, = mes( G \ D,) 
<mes( G \ Gr) + mes( GN R,) 


= (mesG - mesG; ) + (mesG - mesR, ) 


« 
故 (1:2) 式 成 立 .证 完 . 
定理 1.1 若 算 子 f 映 L(G)(pi 之 1 入 L,CG)Cp:21) 
(Bl fo( x) € L, (G), V eG )€ L, (GG)), W f UE . 
证 先 设 mesG € * oo. i f(x,0) 三 0, 证 明 算 子 f 在 空间 
1.。(G) 的 零 元 素 0 处 连续 . 用 反 证 法 . 假若 f 在 点 9 不 连续 ， 


€ 
二 一 二 &€ 
2 kd 


则 存在 a>0 及 p, ELp (G)(n=1,2,…)， n | eo) | ide 
0, 使 


| [fp (x)| ?dr>a (n=1,2,.…). (1*6) 


显然 可 以 认为 


s r)|^ r oo . 

Xf, le )|^dr« (1*7) 
(否则 , 取 1o, | 的 某 子 列 作为 新 的 1o} 即 可 ). 现 作 出 正 数 列 
ers 1e, | 的 子 列 | os, | 以 及 可 测 集 列 1 GI (GC GO, ERE F 
列 四 个 条 件 : 

Gs asia: 

(ii )mesG, Sez; 

ao. Ite, GI ^de Za; 

(V)DCG,meDp<2e |. Ife, (x)| ^dz« S. 

Eks Pn G, 可 按 归纳 法 作出 ;首先 令 el = mesG, Pa Gr) = 
gi(z), G1= GiH er Pa Ga 已 作出 , 则 可 取 ex,1>0, 使 条 件 
(jy) 满足 ,这 是 可 以 作 到 的 , 因为 Lebesgue 积分 具有 绝对 连续 
性 . 这 时 条 件 (1) 必 自 动 满足 , 因 若 se; 1> 妆 eh, 则 由 条 件 (i ) 
与 (前) 知 

mesG, S€; «2,41, 


2 
LA Rin 
J. Ife, (x)| adx > 37 


显然 与 条 件 (iv) 矛 盾 . 由 | Los GO ^in I p GE G 
上 依 测 度 收敛 于 0, 从 而 根据 引 理 1.3 知 fp,(z) 在 G 上 也 依 测 
ERAF 0; FE, YE | e, Cx) PERE o, (G0 n), 
使 mesG, ,, X e, , XE 


. | 
Ce+1 = | Ix|r€G, Ite, GO (secs) 
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FQ GN G, «1 


d 


1 
ES E |zEG， fy, (x)|< [ec] |! 
则 由 (1.6) 式 知 


f Pid 
J. | $, Go | ui 


k+l 


= P, EM LA 
I Ifon (x) ^5dz (n Ife, (x) ^idr 


>a— (zs meme -3 
由 此 可 知 , Giri eu ，(z) 满 足 条 件 (i) 和 ( 计 )， 
现在 令 
D= G \ (U, G) 712,7). 
W DiN D; = ØCk#j), DCG Gi \ DC Y, Go 由 条 件 
(ji ) 与 ( |) 可 知 | 


mes( G, N D,)smes(. U Gi)« 5 e; 2€, +1. (1:8) 


fe G 上 的 函数 
Po (x), H rE D, BO 71,2, 75 
«o . 
0, — 4z€GN(U DOR . 
Ba si 
k | g(x) |^dz = 1 | Pn, GO | ^d 


&»]. | e, Cx) | ^dz € +, 
it EL, (G). 于 是 由 假定 知 YEL, ,(G). 但 由 条 件 (前 ) 与 


OVAC- “8) 式 知 
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f, igen rer= [te GOL 


= f, lte olhar- f, Iig, ldz 
»2.-$-le (k=1,2 0), 
改 f, leg(z)ledz= > ley(z) | mdr= +o, 
Jt 5 fg( x) € L, (GOTE . 于 是 在 假定 f(x,0)—0 FAF f 
在 点 0 处 的 连续 性 得 到 证 明 . 
下 面 讨 论 一 般 情况 ,证 明 f EE polr) E L, (GEE 
Slr, u)= flx, po(r)+u)— f(x, pol x)) 
(rEG,- <u too), 
显然 f1(x,u) 也 满足 Caratheodory 条 件 且 fi(x,0) 三 0, 并 且 算 
子 fip(z)=fi(zx, g(x)) 也 映 L,。(G) 入 工 ,(G). 于 是 由 上 面 
已 证 明 的 结论 知 算 子 f, 在 点 9 连续 , 而 这 就 相当 于 算 子 f 在 点 
Qo x ER . 这 样 一 来 , 在 mesG < + co 的 假设 下 , 定理 1.1 获 
WE. 

i& mesG= +œ. 5 mesG € + % 的 情形 一 样 ,要 证 f 的 连 
续 性 , 只 需 在 f(x,0) 二 0 的 假定 下 证 明 f 在 点 9 的 连续 性 即 
可 . 仍 用 反 证 法 , 假定 了 在 9 不 连续 , 则 存在 p, € L(G)(n- 
1,2,…), 使 (1.6) 式 与 (1.7) 式 成 立 .以 下 按 归纳 法 作出 . 
| o, | 的 子 列 | es, 1, 以 及 可 测 集 序列 DCG 9 1,2,…), 使 满 
足下 列 两 个 条 件 : 

Ci) mesD,€« *to,D,(1Dj-O0 (kj) 
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Cii E |fe GO | ^as 3 (G71,2,7). 

首先 令 e, (Cr) = gi(x), 由 (1:6) 式 可 取 Di CG, mesD; < 
tof fpl) rdr $e FERECOV AOD H e 
Gr)5j D; 已 作出 . 现 设 e, (x) 与 D, 已 作出 ,来 作 满 足 条 件 
GYAVA pu, G5 Dia. 由 条 件 ( y 知 mes(U D.) 
< + ec, 根据 前 面 已 证 的 结果 (mesG< + c 时 f 的 连续 性 ) 知 : 
可 取 nci nkri > ng), f 

los Ifg,, (x) ^dz« 5. (1*9) 
由 (1.6) 式 知 可 取 G, C G, mes, «C oo, f 
[ER Ife, | 12dz>a， (1:10) 


k 


4 Dio Ga \ (Ù D). 显然 Do EREC). 另外 由 


k 
于 GriCDiriU (U D;), ix 
PR lfp, (2) | “dz 


<f Ifo, (zx) dz 

D,,, 

«f. Ifo, (xJI^:dz, 
U D, k+l 


于 是 由 (1.9) 式 与 (1.10) 式 可 得 
ji i lfp, (x) hid 


k+ 


>Í dfe GOl^dr 
Gl k+l 
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Ea p 
Jus. KARCI adz 
"ue 


uec cor 
故 D, cas gu, WERE. 
现 按 下 式 定义 G 上 的 可 测 函数 4%(z ): 
eG H ED E} (有 = 二 2 
«o E 
0 — AzeG (DOR. 
HO DRA g(x) EL, (G), 从 而 根据 假定 有 fy(z)E 
Ly (C) rh EC" 
f, toG haeo Df, Ite GO lrdr = m 
此 与 fy(z)E Ly (OFE . 证 完 ， 
定理 1.2 PAF ER L, (GODA Le (G) (p> 


1), W VER. 
证 ik f(x,0)70. 根据 定理 1.1 AU f TE x 0 连续 ,从 


而 存在 r20,8 e€ L, CG), leli <r BW. TER 
d 

Itek, - (J, tp) |^dz ^st. (1:11) 
现 对 任意 pEL, (G), 显然 存在 非 负 整数 n, [E 

mo< | 下 
根据 积分 的 绝对 连续 性 , 可 将 G 分 为 x+1 个 互 不 相交 的 可 测 
Æ G1, Gs,，…， G, «i, f . 

f lg adr G-L2, 7,40. (1°13) 


4 
olr), 3X r€G, 时 ， 
o(z)= 
0, 3 rEG\ G, BT, 


由 (1.13) 式 知 
| pi(x)| ^dz = 7 | ex) | drsr”, 


故 由 (1.11) 式 并 注意 到 f(x, 0) 90, 知 
f, ltet lods= f, Hec hint 
(i-1,2, n *1). 
由 此 可 知 
k |fo(x)| dx = > |f; Cx) | ^dxsin * 1. 


(1:14) 
1 
pi P, 
+1| . 


fL, 《〈G) 中 任何 有 界 集 变 成 Ls,(G) 中 的 有 界 集 . 
现在 考虑 -- 般 情 况 , 即 设 f(x, 0)250. ER go € L, (G), 


B4) 50:15) x48 
lel, 


ES 
| foli, mnt »k«| 


令 
filz u) = f(x, polr) * u)- f(x, go(x2) 
(x€G,-o«u&to). 
则 fi(x,0)50. & S i (G) 中 任 一 有 界 集 , 即 3 M »0, f 
leid; SM, Ve€S, S S,- lei m o7 v e€ STI 


| eid, SM * poli, = const. Y pie Si. 


即 S, 是 L,(G) 中 的 有 界 集 . 将 前 段 已 证 的 结果 用 于 算 子 五 : 
figi = iG gei), 83M 20 Ife], S Mo Ye 
€ S,. 设 pES, 令 $17€7 po, 则 pE Si Ito], Mi. 
但 是 显然 fici = 二 fy 一 fpo, 故 
Itel, «ltieil, + tesi, 
Mi+ [fool = const. 
因此 f(S) 是 L(G) 中 的 有 界 集 . 于 是 了 的 有 界 性 获 证 .证 
Æ. | 
定理 1.3 ATER L,。(G)(pi1 之 1) 入 L。(G)(ps 之 1) 的 
充分 必要 条 件 是 : 35>0 及 a(z) 之 0, a(x)EL6(G), 使 下 面 
的 不 等 式 成 立 : 
hores feeca tuas 
(x€G,-oo«u«& too) (1:15) 
WE 先 证 充分 性 . 设 (1.15) 式 成 立 . 对 任何 e € L, (G) 
有 
E Ges Gud retta tud eB Lata odes 
s2?^l[a(x)]^ +b] o(x)| ^i, 


外 | f(x, p(x)) | ^dx 
«2^ p [e Gr)]^dz |. lex) | id 
« t oo, 
从 而 fp€ L, (G). 
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下 证 必要 性 . 先 设 f(x,0) 三 0. BERE 1-2 Al, FE b 0, 
使 
k lex) | ^idz i 
[ifs en dr. 10) 
gx Gx(-o, +o) ERX g C, u): 
Pe E "PHPIETPES 
sa " 
0, | 车 | f(x u)] «bl ul». 
i e(x)€ L, (G), $ F= Ixir€ G,g( x, (30) 200, 38 
人 leo hdem nta BEP n ERENER Oa <1. 由 积 


分 的 绝对 连续 性, 可 将 F R n +1 个 互 不 相交 的 可 测 集 
Gis 人 C2，…， G, + 使 
| loco Ihdei G12 tl) 

于 是 由 (1.16) 式 可 知 

[IA pCa) rde = D|, IA p) hdr 

Sn t1)5^, 
从 而 
| Le e Cdàz e |, Lele, p) lda 


- jl: [EL fGr eC) |- plotas pde 


& [Lr eG Pix coh]. oC Pis 
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S (n +1)b2- (n ta)bhe Kb’. (1-17) 


注意 , 这 里 用 到 了 很 容易 证 明 的 不 等 式 ， 
(u-v)sxu -v, Yu 之 v 之 0， rzl. 
由 于 f(x, x) 满 足 Caratheodory 条 件 , BX g(r, ) 也 满足 
Caratheodory 条 件 , 从 而 存在 DCG,mes(G \ D)=0, 使 对 每 个 


2€ D, f(x,u) 是 u 的 连续 函数 . 将 DD dS D = U D, 其 中 
mesD, < +o(k=1,2,.…), E DjCDCD4C--. 


5 
minlu* | -ku * Sk Hg(z,u*)7 max glx, u)l, 
p(x) = M r€ D, 时 ; 
0, M rEG\ Di Bt. 
FE 


g(x,q,(x))— max glx, u), YrED, (1:18) 


下 证 we(z) 是 G 上 的 可 测 函 数 . 显然 只 需 证 g(x) 是 D, 上 的 
可 测 函 数 即 可 . 由 引 理 1-1, 3 有 界 闭 集 F, 和 Di, mesF,, „> 


mesD, 一 二 (n=1,2,…), 使 8(z,u) 在 Fi, X (7%, +0) E 


连续 , BR Fp nC Fr, n(n =1,2, =). S G= Ü E 
则 mes (D, \ G) — 0. 对 任何 实数 a, 考察 集合 Hu 
[x x € Fr ns oy (x) 2a]. 设 xz0E H,,, F = pazo) -a> 
0,3: 020,088 8« 2 H-k< euro) - 0. Bl Cro) HERE CÓ, 
gro u) & g(ó xo, qu (x90), V - ktu X ga Cx9), X 
2c=g(zo, qy(xo)) - max g(xo,u)>0. 


TkSuE qu Cry) - 8 


由 g(x,w) 在 Fen X[k, k] ER SGESRUEN, 3o, 20 使 
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M r-zo| <p x € Fi Bt, TUR 
lg(Gx,u)- g(xo u)|«&o V -kzuxk. 


由 此 可 知 
glr, p(Xo)) > g(r,u), V —k&uszqu(xo) - 0, 


W plx) > pro) 02 eC) - 97a, V x - xol < px 

€ F,,,. & S(xo, p, )R RN FERRI e| € RY, | e ro] € 

o, | ,上面 已 经 证 明了 SCro, o, ) N Fen CHa, n. 由 此 可 知 
Hum GU SG e) Eem 

Wo Y SC o ERA, Fa R, M H ETAR. D 


it, $ |z lz € Ge g(r) S a| = Ü Hu, tBTI, EFTA 
e GE G, 上 的 可 测 函 数 , 当然 也 是 D, 上 的 可 测 函 数 . 
显然 
[o La = f, Im GO "dehmesD < + o, 


故 e, € L, (G). BOLD SRI 
NODE 
(k=1,2,.…). (1:19) 


a(x)-— up go, u) (x€G). 


显然 , 当 x ED 时 有 (注意 到 (1.18) 式 ) 
a(x)= limg(z, pe(7)), (1:20) 


故 a(z) 是 G 上 的 非 负 可 测 函 数 . dr (1:19) 5 (1: 200 X ,RI 
用 Fatou 引 理 , 得 
| [aCr)]^dz < limf [g(x, gi (x)) ]^^dz x b, 
G kJ G 
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故 aCr)€ L, (G). 由 于 


a(x)- . „Sup, aC, u) 


> sup dl f(x. u)] -blu lzi, 
故 

| f(z, Diseases: 

(r€ G,-oo«u« to). 
于 是 在 f(x,0) 三 0 的 假定 下 , 必要 性 获 证 . 对 一 般 情 形 , S 
fi(x,u)9 f(x, u) - fCGx,0), W filr, 0)=0. 将 已 证 的 结论 
HT n, HA 3ai()20,ai(2)€ L, CG) & 070, fË 


ee 

Vr€G, -oOo<u<+%, 
于 是 

boca euo a. 

Vxr€G, -oo«u&-oo, 
其 中 sz)=ai(z)+1Az,0)| 20, a(2) € L, (G), (H BRE 
Al f(z,0) € L, (G)). 证 完 . 

注 3 很 容易 证 明 : 若 GÆR 中 的 有 界 闭 集 , fr, 4) 在 
GX(-9,*00) Eit, EF t G 上 的 连续 函数 空间 
C(G) 入 同一 空间 C(G) 的 连续 有 界 算 子 . 

注 4 以 上 诸 定 理 , 请 参见 参考 文献 [6]、(7] . 关于 
Hewnukuh &-F f B Est 2, 5 917). (18). (19). 
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$2. 全 连续 性 

设 E, 和 E; 是 两 个 Banach 空间 , DC E,. 设 算 子 A:D-* 
E,. 

定义 2.1 A 将 D 中 任何 有 界 集 S 映 成 E, 中 的 列 紧 集 
A(S)( 即 A(S) 是 相对 紧 集 , 亦 即 它 的 闭 包 A(S) 是 EE; 中 的 紧 
Æ), 则 称 A ERD A E; 的 紧 算 子 . 

注 1 显然 ,A 在 DD 上 紧 的 充 要 条 件 是 ;对 于 DD 中 任何 有 
RER anl, LAPEH En | 存在 ,使 序列 | Ax | EE 中 收 
X. 

另外 , 显然 紧 算 子 必 有 界 . 

定义 2.2 若 算 子 AiD— E; 是 连续 的 , 而 且 又 是 紧 的 , 则 
称 A 是 映 AE, 的 全 连续 算 子 . 

定理 2.1 设 ALL D E; &ikSE (n =1,2,), AsD— 
E;. 如 果 对 于 D 中 任何 有 界 集 S, 当 n ood, J A,x- Ar 上 | 都 
—S B T7 CET x€ S), 那么 A: DE; 全 连续 . 

证 先 证 4 连续 . 设 xx) S= jzozz2 | 是 
D FERR. 于 是 Ye >0, 可取 A, 使 

Aem 7 And € 3 (n 20,1,2, 7). (2:1) 
Hi A, 的 连续 性 知 3 N, 24 n>N 时 , 恒 有 
| Agr, — Arto Ies 


注意 到 (2:1) 式 , 可 知 当 n 2 N 时 , 恒 有 
| Az, — Aro |<] Az, - Arrn | 
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+ | Asr, 7 Aexo] + | Aero ~ Arol 


«etc 


3 3 3 
故 4zr, 一 4zro.A 的 连续 性 获 证 . 
再 证 A ERAT. 设 S 是 D 中 任 一 有 界 集 V e>0, mfi 
定 可 取 定 一 个 使 14z-A4zl<s, Vx € S. BK A, CS) É 
A(S) 的 一 个 e- 网 .但 因 A, 全 连续 , 故 4,(S) 是 列 紧 集 , 因此 
4(S) 也 是 列 紧 集 . 证 完 . 
作为 例子 , 考察 Y psicon AF: 


Ke(x) = | kz,y, ed», (2-2) 


其 中 国 数 E(z, yu) EG, )€ GXG-2 G, -©<u< * oo E 
定义 , GER 中 某 有 界 闭 集 . 

定理 2.2 E k(x,.y.u)fE(x,y)€ GXG,-oo«u« 
-+ oo 上 连续 , 则 Ypsicon AF K:C(G) 一 C(G) 全 连续 . 

证 设 S 是 C(G) 中 有 界 集 :| eol- 入 co, Ve€S. 于 是 


|Kg(x)| = NIS eCGy)dy|xiMmesG, 


Vo€S, 
其 中 M= ,daar <。 | Er, y, u) lik K(S) 中 诸 函 数 一 致 有 


界 .Ye>0, 由 于 k(x,y, 4) 在 (x,y)EG,|u| 志 a 上 一 致 连 
续 , 故 38>0, 使 当 |x1 一 x2|<6(xi, 1; € G)BE, EA 


|k (ziy, u) - Ga y, u)| «s. 


V»€G, lula; 
FEV gpES, [xir] «o Bb, EUR 
| Kp( zi) 7 Ke zz) | 
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2 n FICIPET 9e) - kx y, 2(y))jdy 


«(zac nece 
故 K(S) 中 诸 函 数 等 度 连续 . 由 此 可 知 K 是 映 C(G) 入 CG) 


的 紧 算 子 . 
下 证 K 的 连续 性 . 设 pr poE CCG), | pa- pol 一 0(n 
>œ). 4 a - mes] | eol c. pile, 1o] e =}. Ve 50, H k 


(r,y,uME(r,y)€G,lu|sa 的 一 致 连续 性 知 , 3 60 使 当 
| us -u| « 8C[| «i| Sa, | u5 | Sa), 时 ,但 有 


k(x, y, ui) = klz, yu) | c V(x,y)€G. 
取 N, IEH n>N 时 , 恒 有 | o7 oo] c Co. 于 是 当 n>N Bf, 
8 
| Kp, Cx) 7 Kool) | 


«f. | Ge, y, 9,2) - klz, y, go (y)) | dy 


«(ec ) meG 7e 
从 而 | Ko, ~ Keo| c e. 故 | Ke, - Kev] c--0. 证 完 . 

下 面 讨论 K 作用 于 L(G) 的 全 连续 性 . 

引 理 2.1 RAX k(x, wy,w) 满 足 Caratheodory 条 件 ( 即 对 
几乎 所 有 的 (x,y)EG,k(x,y,u) 关 于 u 连续 ,并 且 对 每 一 u 
值 ,&(z,y xz) 在 @G 上 可 测 ), 并 满足 不 等 式 : 

|g(zx,y,u)|ER(z, y), 
V(x,y)€G, -ou<t+%, (2:3) 


其 中 | | [R(z, y)]’drdy< + œ, 5251; X it da 0, fik 
GJG 


k(x, y, u)=0, V(x,y)€6, | u| 2a. (2*4) 
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那么 Ypsicon 算 子 K( 见 (2'2) 式 ) 映 L,CG) A L,CG) £38 . 
证 由 Holder 不 等 式 知 (注意 (2.3) 式 ), 当 pEL (0G) 时 
有 
IKeGO |< | RC, ds 


(mes) (| ER Ges y)]’dy ) 7 


其 中 方 + 二 =11; 故 
| | Kpg(x)|?dx esc]. |. [R(x, y)]?dxdy 
«T0, 

因此 Ki L,CG)— L,(G). 考察 Hempurxni AF: 

fy(x,y)=k(r,y, dx, y)). (2:5) 
由 不 等 式 (2'3), 利用 定理 1.3 和 定理 1. 1 可 知 f 映 L,(G) 入 
Ls,(G) 连 续 . 设 pn, poEL,(G),|y,- pol, 0n 99), 3f 
4 d Gr y) eus polz, y) = poly), MERI s = Vol ic 
一 0. lit] fu, -fo 上 (2,70. 利用 Holder 不 等 式 ,有 

IKp -Kelt 
KZ [Er y. e C) 7 klx, y, poly))dy] f 


<(mesG) 引 | | Ge, y, 9,2) 
- k(x,y, 9o ( y)) |^dxdy 
= (mesG)z| fy, 一 fyo Ice» 
故 | Ke, — Kgo| —0. 因此 K 是 连续 的 . 
下 证 K 是 紧 算 子 .Vs>0, 由 积分 的 绝对 连续 性 知 , 350» 
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0 使 对 任何 HCG, mesH« 3, 都 有 
1 
(| [RC r, y) ^dzdy ^ « —— =. 
H 2(mesG)* 
从 而 ,注意 到 (2.3) 式 
Glace ta 
2(mesG)1 
Y o€ L,(G). (2-6) 
由 引 理 1.1 知 存在 闭 集 FC G,mes( G NV F) «8 klz, y, u) 
fECr,y)€ F, - oo u« * oo EXE, S 
max (klz, y, ul, (2:7) 


Gi y)€F, | z | Sa 


取 有 界 开 集 Go, 使 GDF, H 


Mi klz, y, pO) l’dzdy}”< 


H 


E b 
mestG \ F)< | à (2*8) 
由 拓扑 学 中 的 Tietze 扩张 定理 ( 见 [26]), 可 作 G x(- oo, 
+ co ) 上 的 连续 函数 eo(z,y,x), 使 它 在 下 xf[-aa] 上 等 于 
(r, ysu), ÆLG\ (GNG) x[-a, a] EFF 0, E Gx 
((-œ,-a]Ufa, +oco)) 上 等 于 0, 并 且 保持 klx, y, u) E F 
x[ 一 4a,a] 上 的 最 大 值 , 即 
_| ko(z， zx)| = AM， (2-9) 


max 
(r,3)€ G, - cost u 


考察 ypplcoH 算 子 Ko: 

Kog(x)- Ji», p(y))dy. (2:10) 
由 于 kon yu) | ul Za 时 为 0, 故 kolz, y, uw) 在 整个 Gx 
(一 %, + %) 上 一 致 连续 , 由 此 并 注意 到 (2.9) 式 可 知 Koll, 


(G)) 中 诸 函 数 在 G 上 一 致 有 界 且 等 度 连续 , 故 Ko(L,(G)) 是 
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C(G) 中 列 紧 集 ,当然 更 是 工 (G) 中 的 列 紧 集 . 
利用 Holder 不 等 式 ,并 注意 到 (2.6)、(2.8)、(2.9) 诸 式 , 知 
当 pE L, (G), A 
| Ke -Kopli 
< QuesG)s (| | Ces oC? 
- kolz, y, p(y)) |^dzdy)* 
- (mesG)3( || [g(x, y, p(y)) 
G\F 
z kolz, y, ply) [*dzdy)* 


x (mesG)s[ ( [| FIC Aea 


G\F 


+ (J | kolz, y, PO) |*dzay)*] 


G\F 


= (mesG)s| ( li FICHA eC) l^dzdy )' 


GNF 
1 
+ | | kolz, y, e) |^dzdy)' | 
(GF 
€ 


« (msi | 一 一 一 
2(mesG )« 


+ M [mes (Gy N ©) N FJ 


1 € € 
| 
UOTE 2(mesG)1 2M(mesG)} 


— €, 
故 Ky(L,CG)) E KCL,CG)) RS e- FI, 从 而 KCL,CG)) Æ 
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L,(G) 中 的 列 紧 集 . 由 此 可 知 K 是 映 L,(G) 入 L,(G) 的 紧 算 
子 . 证 完 . 

定理 2.3 RAX k(x, y, zx) 满足 Caratheodory 条 件 ,并且 
满足 不 等 式 


|&x,y,u)|R(x,y)(atblul?^!), 
V(r,y)CG, -o«u«-*oo, (2°11) 
其 中 p>1,a>0,b>0, IR [R(x,y)]^drdy« + œ. 那么 ， 
VYppicoH 算 子 K  L,(CG)A L,(G) &3E . 


UNLESS 
< ([ J tnos tasas 
: (fito ZEE 
« ([ [, LR 2742, * 
(te if | eG) ley) 
E s(J, JR, lardy)’ 
(ermesG + NIU «o, 
Pu 


B K:L(G)>L (G). ET XE CERBC k, Cr, yu) (x, y) 
€G,-oCcuckto),(n-1,2,-): 
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klz, yu), lu] &n 时 ; 
k(r,y,—-n)n*ltu) -n»2u»-n-1Hl; 


b. xr, ,u)- 
" E(xr,y.n)ntli-u) n&ucnt1H]; 


0 lu|2n-*1Bf. 
显然 , 每 个 有,(x, yx) 都 满足 引 理 2.1 的 条 件 , 故 由 引 理 2.1 


Xll Ypprcon 算 子 

Hose | bs Go e Gay (n=1,2,.) (uS) 
是 映 L,(G) 入 L(G) 的 全 连续 算 子 . 

设 S 是 L,(G) 中 任 一 有 界 集 ,于 是 38>0, 使 lp <, 
Y pES. 由 此 知 当 ec S 时 ,有 


| Catley 


<| za+ 1 eG 1 dy 

x2*(a*'mesG + b*/?) 

= Mi = const. (2:13) 
Ve >0, 由 积分 的 绝对 连续 性 可 知 , 30 0, 使 当 FCG, mesF 
<6 时 , 恒 有 


: b 
fof, [Re v) lrdrdy< (337;) (mesG) ''. (2:14) 
1 
取 N> 下 面 证 明 当 n>N 时 , 对 一 切 pE S d 
|Ke- Koh, «e. - 
对 于 任何 pg€ S, 令 G,-Ixlx€G,lg(x)l >n}, W 
mesG, < J. | ec) |^dx 


28 


p 
«L| PIDE (2-15) 


n? 
并 且 
|f, arose e Gr e as 
- |f. [Gov eG) = kC, y, e 02d] 
«|. I&Gr v pold | IE, Cx, y» eG) | dy 
< IG» otnlays |, Des Godd 
+ | | e Cz, y, - n)|dy (2:16) 
G, 
于 是 ,由 (2.11) 式 并 利用 Holder 不 等 式 知 (注意 (2.16) 式 ) 
| Ko 一 Ke]; 


- élite sec») 


vi- 


p 
dx 


— b (xr, y, eCy))]dy 


« (f, f Rc te olo? 
ac] 


< (| | 3R(z,y)(a* Ple GOL Ddy| az] 
G|* 6, 


| 一 


+ (a+ bnt) * (a * bn? 5) ]dy 


I 


1 
< sess]. [Re 7)] ded 


| ; |. (a * il eontra 
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1 
x smst], [R Go y) dedy |" 


1 
[| Ca + elpor]. (2-17) 
当 n>N 时 ,由 (2:15) 式 知 mesG, < 6, Am H (2:14), (2:13) 
以 及 (2.17) 式 知 
| Ke 一 Kli, < 3(mesG)" . ji; (mes) * - Mo = 


由 此 可 知 , 当 zc 时 , | Kg - Ke], 一 致 趋 于 零 (关于 pE S). 
于 是 根据 定理 2.1 知 , K:L,(G) 习 L,(G) 全 连续 . 证 完 . 

我 们 还 可 以 证 明 下 面 的 定理 (参看 [22] ): 

定理 2.4 RAK klx, y, u) WE Caratheodory 条 件 并 且 
满足 不 等 式 : 

[klz yo uod ax, y) + blul?; 
V(z,y)€G,-o«cuc-*o, 
其 中 pa>1,p>1,6>0, | | [Lalz,y) lmdrdy< +o, a(x, 
y)290. : 
那 末 对 任何 912 p, Ypacon AF K RL, (G) A L, (G) 
全 连续 . 

注 2 在 (6] 和 [21] 中 ,给 出 了 Vpsicon # F K 映 C(G) 入 
C(G) 的 一 个 充分 必要 条 件 . 关于 Ypscon 算 子 的 其 他 研究 ,请 
参看 [20] 、[22] . | 

另外 , 应 该 指出 , $1 中 所 讨论 的 Hemma 算 子 f( 参 看 
(1'1) 式 ) 一 般 不 是 全 连续 的 , 因为 可 以 证 明 ( 见 [6] ): 算 子 f: 
Lj (G)7* L, (OREZ, ps 之 1) 的 充分 必要 条 件 是 f 将 整 
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个 空间 L, CG)BUR L, (G) 中 的 一 个 点 , 亦 即 f(z, u) a X 


Re Oe L8): 
再 举 一 个 非 线 性 全 连续 算 子 的 例子 ( 参 123)j)., 考察 


JIanyHoB - Lichtenstein 算 子 : 
oo i 1 n 
Fe(x)- Df b, Gs yo t yn) II 92d». 
n=1 i=l 
(2:18) 
假定 b.r.ypsyfEOXr.yp05 Y, S1 上 连续 ， 并 令 
M, = max aule xe) (n -1,2,:). 


OxDr.ypcty 


定理 2.5 若 M = OCR”), EP. R 20, Jj F E Bk zs pu] 


LLO, 1] 中 闲 球 r(o.g:)- lel Meli ge] ^ cto. 1189 3€ 
续 算 子 ,这 里 R' 为 任何 大 于 R 的 数 . 
证 由 假定 , 38>0 使 
M, x BR" (n= 1 2,…)， 


TAS oc T(o x etn 


eo 


| Fe(z)|x 2, M, lel <25 (È IL 
Fp(z) - Fel D o HG o 


- b yp») It lly) | dy; * 28 > I: 
BANKEX | Fp 1 在 [0, 1] 上 一 致 有 界 且 等 度 连续 , 因此 FR 
T». & J^ cto 11, 而 且 是 紧 算 子 . 


现 设 91» e€ r(». xj 则 
31 


| Fepz(z) - Fei) | 
s 1 fl 
< > J,-] eee e y.) 
X ao ieo) 
z Heo) ll ei dnd 


m 


=s+1 


Dle») - eG) eoo 
* 28 3 ri 2l 


nstl 


$ 2; | $2 yj) 一 eiCy;) | I | 9p1(y;) | 


AT 9i yi) dyi dy, 


At | o2 22 | di dy, + 28 > (È) 
<e( Y: gE Io pl, | 
ax (ey. 
Ve>0, 取 定 一 个 正 整数 ;, 使 28 2 (e) < i. 


再 令 9 = 


-1 
的 z) e, 则 由 (2.19) 式 知 , 24 | p2- ei, <3 Et, 4 
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有 | Fei - Fy1| .<e, 故 下 连续 (实际 上 是 一 致 连续 ). 证 完 . 
下 面 介绍 两 个 常用 的 有 关 全 连续 算 子 的 一 般 性 质 à 
定理 2.6 R A:;D—E,H DJéE, 中 的 有 界 集 . WFA 

三 个 结论 是 等 价 的 : 

Ci) A:D>E, 全 连续 ; 

(i )Ve»0, 3A: D— E, 连续 有 界 ,使 对 一 切 xED 均 有 
| Az Ari|<e, 这 里 E, 是 EE 的 某 个 有 限 维 子 空间 ; 

(il) A 可 表 为 Ar = Aoz + 3 A YrED; 其 中 4,: 
D- E EZAR, EC RE 的 某 有 限 维 子 空间 (z = 0, 1, 2， 
S BIAIS GO 71,2, —), V r€D. 

证 (i) CH) BRE, A(D) 是 E, 中 列 紧 集 , 故 对 于 给 
定 的 e>0, 3y 9», € A(D), 构 成 A(D) 的 有 限 。- 网 .用 
E, 表 由 yi … s Ym 张 成 的 有 限 维 子 空 ERI. VyC€E, S 

di(y) = mxle-|»- yl,0} (G^ 1,2,…,m). 
显然 di(y) 非 负 连 续 , 且 只 在 球 |y- yl] «e 内 为 正 . S ay) 
- Fa) Vy€ Ej: z ED UER I [Az | «e. 
故 d; (Ax) 20, Ari 4(Ax) 20. §& 

Ax = 2452/4 (Ar)y, Vr € D. (2-20) 

显然 , A: D>E, 连续 . 注意 到 当 | Az - IP Ad (Ar) 二 

0, BPA xc D Ht 

"NS ENS. 
Az - Alo [535 2 (G2 - 50] 
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«3 21 4(Ax) Ae - n | «e (2:21) 
由 于 4(D) 列 紧 , 故 ACD) BR, Aii 3M 20 f& | Az | X M, 
Vr€D;TAEHBO-20X XA Ax|xM*e, Vz€ Disi A, 


"A. 
(ii ) 之 ( 放 ): 由 假定 , 3B,: D H, EE," RE (H, XXE, 


的 某 有 限 维 子 空间 ) ,使 

| Ax - Br) zi. Y zE Di n=0,1,2,……. (2:22) 
$ Ao= Bo, A1 = Bi- Bo, A, = B,- B, li …, BAR, M n= 
2,… 时 , An: DEP x SEO -lyly- yn t y, yn € Hn, 


y, 4€ 成 -也 是 E, 的 一 个 有 限 维 子 空 间 . 由 于 B, = 1A , 故 


由 (2.22) 式 知 Ax = Sa YEE 另外 , 当 ED, n=l, 
2,… 时 还 有 
| Anz] = 1B.=- Biz| 
<|B,z - Ax] + [Ax - B, i] 


A, (n=0,1,2,…) 的 连续 性 和 有 和 界 性 是 显然 的 . 
(i) (i): Ye 0. C3 RR X no, z< e. 4 


= 2 A ;显然 K,:D 一 G, 连续 有 界 ,这 里 
k=0 ? R 
Gn = lyly= yotyy t + yp X; EEP, 
i=) 1 nol 
是 E, 的 一 个 有 限 维 子 空间 … 当 xCD 时 ,有 
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oo 


«E 


Moda 

= i 

2"o 

故 K, (D) 是 A(D) 的 一 个 。- 网 . 而 K, (D)Æ G, 中 的 有 界 
集 , 从 而 列 紧 . 由 此 可 知 , A(D) 是 E» 中 列 紧 集 ,因此 A 是 紧 
AT. 至 于 A 的 连续 性 是 显然 的 , 因为 由 ( 首 ) 知 Ax 


<e. 


= $) Anz, 每 一 个 A, 连续 , 而 此 级 数 一 致 收敛 (在 D E), dk 


A ED 上 连续 . 证 完 . 
注 3 del ) 9T 3& 27 5$ i6 C lll 0:1 £28 € 20, A 可 表 为 


Ar = Aoxt+ MÀS. VzED; 其 中 À,;D—EO £i «Rm, 


EO 是 EE 的 有 限 维 子 空间 (nn 701,2, 72, E [Ane | & (n = 
1,2,…)， 
事实 上 , 由 (前 ) 可 推出 (前 ) ;只 需 取 mn, 使 高 < 然后 令 


Ao= DA m AS TELS. 

注 4 结论 (ii) 中 的 A。 f Ae Cl pP EE ALL 其 值 域 都 
含 于 某 有 限 维 子 空间 , 这 种 算 子 叫做 有 限 维 算 子 ;显然 ,连续 有 
界 的 有 限 维 算 子 必 是 全 连续 的 . 定理 2.6 的 意义 在 于 :全 和 连续 
算 子 的 特点 是 它 能 用 有 限 维 算 子 (连续 的 \ 有 界 的 ) 来 一 致 逼近 

下 面 讨论 全 连续 算 子 的 延 拓 问题 ， 

定义 2.3 设 巨 是 一 个 拓扑 空间 , XCE. 若 存在 连续 算 子 
PiE—X E4 rE X 时 恒 有 Pr =z, 则 称 X 是 互 的 一 个 收缩 


核 ; 算 子 P 称 为 是 一 个 保 核 收缩 . 
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5X 2.4 设 五 是 一 个 拓扑 空间 , 如果 对 于 上 的 任何 一 个 
FEHU. |, BTE E 的 开 履 盖 Val, WE: 

Ci 2] VEF] UU。|, 即 对 任何 V,€ | Val, VEE U, E 

U, |, fi f$ V,CU, ; 

Cil ) | V3! 是 局 部 有 限 的 , 即 对 于 EE 中 任 一 点 z, 必 存 在 x 
的 邻 域 W,, 使 得 W, RA | Vai HIST Vs 相交 . 则 称 E 
是 仿 紧 的 . 换 句 话说 , 拓扑 空间 称 为 是 仿 紧 的 , 如 果 对 其 任何 一 
TOF SS, 都 存在 有 精 于 它 的 局 部 有 限 的 开 覆 盖 . 

引 理 2.2(Stone) ”距离 空间 必 是 仿 紧 的 . 

证 明 见 [25]. 

引 理 2.3(Dugundji)” 实 Banach 空间 五 中 任何 非 空 上 四 闭 
集 X REE 的 收缩 核 ; 并 且 Y a >0, 存在 保 核 收缩 P,, 使 

|r-Pa|Eü*epe(Q.X) VrEE (2:23) 
其 中 o(x,XX) 表 点 x 9588 X 的 距离 ， 

证 先 设 X 是 可 分 的 . 设 序列 |y1(k=1,2,…) 属 于 X 

HEX 中 稠密 . 考察 按 下 式 定义 的 EE \ X 上 的 连续 函数 ， 
0， 若 (1+ we)o(z,X) 委 | 六 -了 | 
A(x)= f 


ie, nos 


r,X)' 
"m PEN Ho …), 并 且 EN X 上 的 函数 
E AC) 
MT 2s 7 
是 正 的 、 连续 的 (因为 上 式 右 端的 级 数 在 E\ XX 上 一 致 收敛 ). 
显然 , EN\X 上 的 函数 


若 (1+ we)o(z,X) »] x - x]. 


A (zx) 


His auno ee 
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是 非 负 连 续 的 ,并 且 S uir)-L VrEENX. S 
hol] o 


S x), 当 xEE\X 时 . 


下 证 此 P, MAER. 首先 注意 , 当 xEE\X 时 级 数 D) uu Gn) 
vy Jo CER, IERIE uu (x) 关 0, 则 (1 +a)olz, X)> 
|o xl Aid del * (1+a)p(z,X)= AM 因此 


È pada] SM e +o. 


设 zEEN\X, 则 对 充分 大 的 由 3 内 (z)>0, 从 而 根据 
X 的 廿 性 知 
Zp Ty 


D7 p(x) 


但 z, >P h X AER Por EX, AETA, P。:E 一 XX 且 
MICXH.Po—r. 下 证 (2.23) 式 成 立 . 当 zEX 时 显然 成 
Z. rEE\X, Ñ 


EX. 


En 


xz- Pa = 2 px) Er 
并 注意 到 车 w(z) 天 0, 必 有 (1f+ a) oC X) S |y- x |, tk 
[r7 P] 2; Gola 7» 


< 2j m GO) * a)p(z, X) * (16 a) pz, X). 


即 (2.23) 式 成 立 . 再 证 P, 的 连续 性 . 在 开 集 EN X 的 点 和 XX 
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TO METRO ree Lar OR RET iere tere UR 


的 内 点 处 , P, 的 连续 性 是 显然 的 (注意 对 每 个 点 EEN X, HE 


存在 x 的 一 个 充分 小 的 邻 域 , 使 级 数 之 pa Cx) y, 在 此 邻 域 上 
一 致 收敛 ). 设 ro 是 XX 的 一 个 边界 点 , 且 设 r, € E, x, xg. 
于 是 由 (2.23) 式 知 
| Per, - Puzol = | Paz, -zol 

SIR £a + |en- zol 

E * a)pGzr,, X) + |z,- xo] 

«(2 * a)| x, - xo], 
BE Pr 一 P.zo. 已 .的 连续 性 获 证 . 于 是 , 24 X 是 可 分 空间 时 ， 
引 理 2.3 得 到 证 明 . 

下 面 讨论 一 般 情况 . 设 X 是 E 中 任 一 非 空 凸 闭 集 , >0 
给 定 . REX 58, 使 0<5<1, 生 1+26<(1+a)(1-6). 对 z 
EE \ X, H U, S3FRRIx | Ix - 2| € 8o, X20. 于 是 开 球 族 
1DU.|zEE\X! 构 成 E\X 的 一 个 开 覆 盖 . 根据 引 理 2.2 知 ， 
存在 开 履 盖 | V. |rE TI 并且 满 足 两 个 条 件 ;第 一 , IV. |r€ET| 
WFIU, |zEE\ XI, 即 对 任何 的 V, € 1V.|r€ET!, 存 在 U, 
E11U.|zEE\ XI, li V, CU, 88—, {V,|zE 工 | 是 局 部 有 限 
的 , 即 对 EN X 中 任 一 点 z, 都 存在 z 的 某 邻 域 , 它 只 与 |V|r 
ETI 中 有限 个 V, 相交 . 由 于 | V.|r€ | 精 于 |U.|zEE\ 
XI, 故 对 每 个 V., 存在 Us, 使 V.C Un. 取 y € X, 使 
[e7 va 6)p(z,, X). FÆR EV, 有 

pz X)&]z 7 x| * o(x, X) 80x, X) + plx, X), 


从 而 plen c) UR, 故 得 


|z-yl<|z- lt lz.- yl 
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MAMAMA LL 


xóp(z,, X) + (1* 0) p( z., X) 

«LU Solr, X)mü +a)olz, X). (2°24) 
RES nS ELE \V.),rET. 令 
4A(x)= MAGO, YrxEE\X. 由 于 |V,|r€ETI 是 局 部 有 限 
的 , 即 对 每 个 XEE\X, 存 在 x 的 某 邻 域 , 它 只 与 有 限 个 V, 相 
EX 了 4.(x) 只 是 有 限 项 的 和 (其 余 项 均 为 堆 ), 从 而 4() 有 


定义 , 且 为 E\ X 上 的 连续 函数 ;另外 对 每 个 zx€E€E\ X, 存在 
V,, 使 zEV., 从 而 4,(x)>0, 帮 A(x)>0. 现 令 jy.(x)= 


EU VICENX. 显然 函数 p.(x) 是 非 负 连续 的 , 并且 


Del SIEEN EA EEN X, 2a GOES ERERTR 
项 的 和 , 其余 项 均 为 堆 ). 现 定义 算 子 PL WTF: 
d 当 x EX 时 ; 
i L3. 当 zr EE\X 时 . 

下 证 此 P, WEER. 首先 注意 , 对 每 个 SEN X, Dlr) 
y 实际 上 是 有 限 项 的 和 , i P, 有 意义 , 并 且 显然 Pp,;E>X( 因 
为 X ÆA). 又 Pr=x, VxEX. 当 xEX 时, 不等式 
(2.23) 显 然 成 立 . 当 xEE\ 久 时 ,由 xz-Pxr= Pu) 
nis £i 

|z - Pals Soa yl. (2:25) 


上 式 右 端 只 有 有 限 个 uc (x2250. 25 uL (x2250 EJ, VA x € 


V A mim Q-24)1| x 一 » | Q0 a)o(z,X); 于 是 再 根据 
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(2:25) X8 
lz- BGO TIS 25 p G) t eGe X) 
=(1+a)p(x, X), 
故 (2.23) 式 成 立 . 至 于 P, 的 连续 性 , 可 仿 前 面 X 是 可 分 空间 
的 情况 证 明 , 这 里 不 再 写 出 . 证 完 . 
注 5 五 中 任何 非 空 凸 闭 集 X EE 的 收 你 核 这 一 结论 是 
在 [26] 中 证 明 的 ,满足 不 等 式 (2.23) 的 保 核 收缩 P, 的 存在 性 
是 在 [9] 中 得 到 的 ， 
定理 2.7( 全 连续 算 子 延 拓 定理 ) R E, 和 EE, 是 实 
Banach 空间 , D 是 EI PHAR, A: D E; 全 连续 . 由 必 存 在 
算 子 ÀIE, E. 全 连续 ,使 当 x ED IEA Ar = Ar, 并 且 
A(E1)CcoA(D), 这 里 coA(DD) 表 A 的 值 域 A(D) 在 E, 中 的 
rpg . 
WE 先 设 D 是 有 界 的 . 根据 定理 2.6, A 可 表 为 
Ar = Aoz t 2 A, (x€D) >` (2-26) 
其 中 每 个 4,(2 =0,1,2,…) 都 是 D 上 连续 有 界 的 有 限 维 算 子 ， 
并 且 满 足 
lAzI«d (2€D,n=1,2, =) (2:27) 


根据 引 理 2.2,coA, (D) 是 E; 的 一 个 收缩 核 ,用 已 , 表示 它 的 任 

一 个 保 核 收缩 . 由 于 A, (D) 是 有 限 维 空间 中 的 有 界 集 , 故 根据 

拓扑 学 中 的 Tietze 扩张 定理 ( 见 [24] ), A, (n=0,1,2,…) 可 以 

延 拓 成 整个 E, 上 的 连续 有 界 的 有 限 维 算 子 B,, 从 而 B,:E— 

E, 全 连续 . $ C,= P,B,(2=0,1,2,…), 则 C, : E," E; 全 连 

续 且 当 x ED 时 , EA Ce = Ax (n=0,1,2,…); 此 外 ,由 
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(2.27) 式 并 注意 到 P, 的 定义 , 易 知 


ICI Gee EDS T ow (2-28) 


于 是 级 数 
Cr=Cor+ >) Cr (rzEPI) (2.29) 
n=l 


在 E, 上 一 致 收 伍 ,从 而 根据 定理 2.1 4 Ci E, E, 全 连续 ;并 
且 由 (2.26) 式 知 , 当 x ED 时, 恒 有 Czr=A4zr. 根据 引 理 2.3, co 
A(D) 是 E; 的 一 个 收缩 核 , 用 P 表 它 的 任 一 个 保 核 收缩 . 令 
和 = PC, 于 是 A;E1 一 Es 全 连续 ,并 且 当 x € D 时 , 恒 有 Ax= 
PCr = PAx = Ax; 此 外 ,显然 A(E1)CcoA(D). 于 是 ,在 D 有 
界 的 情况 下 , 定理 2.7 获 证 . 

现 设 D AR. 用 了 人, 3BPERIz|x€ E, xnl (n71, 
2,…). 对 有 界 闭 集 D) T, 应 用 上 面 已 证 的 结果 知 , JA: E 
>E, 全 连续 , 当 x € DAT, if, Air = Ar, # E A1(E1)CcoA 
(Df) T). AEE D, - DU T, Egg XT. Al. 4 z€ D 时， 
4 Àir-Axr; S r€ T, Hb, 4 Ar Aiz( 由 于 当 xEDNTi 
时 Ai r= Ax, 故 这 样 定义 是 合理 的 ). 显然 ADU -DUT, 
E, 全 连续 , 并 且 当 x+ ED 时 , Àr = Ax. 显然 A1(D)CecoA 
CD). 同 理 , 利用 前 面 已 证 的 结论 , JA, E, E; 全 连续 , 当 x 
ED NT: if, Ar = Àx, A A (E )CoA (DN T). 5E 
X D’ =D UT =DUT, ESSET À,. M x€ D, 时 , 令 Àr 
=A4iz; 当 ET 时 , 令 Asx = Az. 则 A,: Dj E; 全 连续 ， 
并 且 当 €D 时 , Àr = Àr = Axz, 此 外 ,显然 有 A;(DD;)Ceco 
AD). 这 样 继续 下 去 , 一般 得 A, D, 一 Es 全 连续 , 它 是 


A,_1:D, 4,77 的 延 拓 ,并 且 有 À,(D,)CeoACD) GE D, 
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= DU T,)(n=2,3,…). RE, EX SET. A. REE, M n, 
使 n 宇 |x|, 于 是 xE€D,. 定义 Ar = Än. 显然 这 样 定义 的 
Ax 由 x 惟一 确定 ,而 与 n 的 选取 无 关 . 并 且 易 知 A:E,— E; 
全 连续 , 当 r€ D BI Ax = Ar, 并 且 A(E1)CcoA(D). 证 完 . 

注 6 定理 2.7 是 关于 全 连续 算 子 的 延 拓 定理 .还 可 以 证 
明 关于 连续 算 子 的 延 拓 定 理 ( 见 [26]): 设 玖 ; 是 距离 空间 , E, 
是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 (特别 线性 赋 范 空间 ), 忆 是 巨 ; P XB 
集 , A :D 一 Es 连续 . Wf AEE, EZ, lC 
D HEA Àr = Ax, 3E E ACE,)CcoACD). 


$3 Fréchet 微分 与 Gâteaux 微分 


本 节 将 把 数学 分 析 中 的 全 微分 概念 和 方向 导数 概念 推广 到 
作用 在 Banach 空间 中 的 算 子 上 去 . 为 此 , 作为 预备 知识 , 先 介 
绍 一 下 抽象 函数 的 积分 与 导数 . 

设 玉 是 一 个 实 Banach 空间 , 算 子 x (1):[a,5]->E 称 为 抽 
象 函数 ( 即 自 变量 : 取 实 数值 , 而 函数 值 属于 Banach 空间 E). 

定义 3.1 Balt): [a,b] E 是 一 个 抽象 函数 . 对 [a， 
5] 的 任 一 分 法 T: 
a7 fy&tu, c Xt; aX uox b, 


oo 


积分 和 o= 2; z(&)An, EP c xx ER, An m 5 
t 40 71,2,;5, n). 如 果 当 d(T) = max At; >0 Rf, o TEE f 


趋 于 某 极限 1, 即 3 1EE, 使 |o 一 11 一 0 当 a(T)-0 时, 则 称 
x(t) 在 [4,65] 上 Riemann 可 积 , 元 素 了 叫做 z(z) 在 [a,5] 上 的 
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Riemann 积分 , 简称 积分 , 记 为 | "c Cr) de Bl 


f zoas lim S^ r(B)An. (3-1) 


7 d(T)--0 £1 


定理 3.1 # zx(1) 在 [a, 5 ESL cC) La 6). EnT 


R8. 
证 Ve>0, 由 于 x(z) 在 [a,6] 上 连续 , 故 一 致 连续 ,因此 


存在 $=6(e)>0, 使 当 t,: € [a,b], |t- |< 9 时 , 恒 有 
BORS ern E Ti To 是 [a, 5] 的 两 个 分 法 ， 
满足 d(T1) <6,4(T2) «0. 我 们 证 明 ,对 于 T, 与 T; 的 任 两 


个 积分 和 cl 与 03, A 
lc ode. (3-2) 


事实 上 ,用 Ts 表示 将 Ti 55 Tz 的 所 有 的 分 点 合并 起 来 所 做 成 


的 分 法 . 设 T, 为 &= < 有 < «tm bon 2) x (6246. 


izl 
ib T, ET, 的 基础 上 ,再 将 [t;-1， tj] 分 为 ti-1=ti,0<til< 
<itip=ti(i=1,2, "tg n). 4 


k. 
057 Y atij) Cti jT tj, j-1)- 


isi j=1 
于 是 有 


loi- s] 


x: | > We eae d] 


E. 
< 2j p» |zC80 7 x6, |e Gi; ti-a) 
i=1 j=1 
k 
: » 2; IEA 
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同 理 可 证 上 os os] < gg ei- ol foi- ol + 
| cs - o;] <e, (3 DREZ . 
用 TORK [a,5]1n 等 分 所 得 的 分 法 ,用 c(7 表 对 于 TO? 
取 e; 为 右 端点 作出 的 积分 和 d (3:20 xA o6? 50? 0 
(n, m>), 于 是 ,由 五 的 完备 性 知 , 3IC E, f| oi - 1] 
0(n—9o). 下 证 
Jim, lo - 11 -0. i (3*3) 
FEE, Ve 20, H (3-2) 300 380, 20, 624 4 (Tu) X 01, 
d(T4)« 0, Bf, 便 有 | ci -ol < 三. 设 工 是 任 一 分 法 , 满足 
dena 61,0 为 对 应 于 了 的 任 一 积分 和 . 今 取 定 一 个 充分 大 的 


erp 于 是 d(T)«6, Am 


janji Hho- riloe-o'? l+ lo -11<5+5 
=e. 即 (3， 9 ns E. 

Ed 设 zi(i),zz(t),z(ti) 在 [w,5] 上 连续, a, B 为 实 
数 ,fEE*. 则 下 列 公式 显然 成 立 : | 


: b b b 
CL f Dan C Bes COXar = a [CORE + g [COGI S 


(34) 
aff aoak f’ lzeta; (3:5) 
Cii (f zd)= [rso»a. (3-6) 


433.2 Rart) [a,b] >E fÉ— mg, to € 
[a, b]. 若 了 j zoEE, 使 


X(tot+ At)~ z(to) — 
At 


ll 
S 


lim 


PU 
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则 称 x(t) ic ofg 点 可 微 ， zo 叫做 rr) to 点 的 导数 ， 记 为 


x Go); Bl 


x (to) = lim standi) (3:7) 


车 zx(zi) 在 [cc,b] 中 每 一 点 均 可 微 (a 点 右 可 微 ,65 点 左 可 微 ), 则 
P x(z) 在 [a, bl EITA, SEES e (t): La, b] E 也 是 一 个 抽 
注 2 显然 , 若 x(z) 在 点 to 可 微 , 则 x(z) 必 在 to 连续 . 
定理 3.2 (I)E (G) Ela, bl FEHER, 则 Newton 
- Leibnitz 公式 成 立 : 
[Car= 20) - zla). (3.8) 
CIE zx(z) 在 [4,5] 连 续 , 在 (a,5) 可 微 , 则 必 存 在 a<& 


«b, fi 


|] x(5) 7 xCa)]E C -a)l CODI 
Hx. 
Cii iE z(z) 在 [a,5] 连 续 . 令 
x)» | zs)ds Caio), 
则 y(z) 在 [a, 6 可 微 ,并 且 y (02) 2 x C (a tib). 
证 (id fF€E',3XX[a, b] EWER E g (1) = f(x 
(G0). BI g (D) 9 fx (t)) a Stb. W g(t) 在 [a,5] 连 
续 ; 由 数学 分 析 中 的 Newton - Leibnitz 公式 知 


['a'COdt 2 (9) -g(a), 
注意 到 公式 (3.6), 即 


(f zat) = | fC))de= f(z(8)) - f(x(a)), 
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亦 即 
r[[ eode - ntn * 60 ]-o. 
再 根据 SC 巨 * 的 任意 性 , 即 得 
[zo zlo) + z(a) =, 


故 (3.8) 式 成 立 ， 
(ii) 取 /EE"*, 使 |f1=1 且 

f(x(6)~ zr(a))=|r(6) 7 xCa)] 

S ga) fir GG), Wiz, TEE ace b, fil 

Ix C) 7 x(a)l 2 (5) - g(a) 

-g(&Y5-a)*7f(x'(£))(b—-a) 
SIl lr El- a) 
=| zx (£) (b-a). 

(HD £€ [a,b]. Ve 20, Hi x (s) ERE, 38 0, 
B |s-e] 8 Bh, EA IExG)-x(Ol «e. 于 是 , 当 0< 
[Ai] €« 8 时 ,利用 公式 (3.5), 必 有 (下 式 中 已 设 A0; A< 
0 时 ,类 似 地 可 得 同样 结果 ) 

| 


t+ Qt 
d [z(s) - x (2) ]ds 


UAM 
A[ 260-20 las 
1 


UA 
Sx eds e. 
Boy (r)—r(). Ex. 


下 面 介 绍 Fréchet 微分 与 Fréchet 导 算 子 的 概念 , 它们 是 数 
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学 分 析 中 函数 的 全 微分 概念 的 推广 . 

定义 3.3 i$ E, M E, 是 Banach 空间 ,DD JE E, 中 某 开 集 ， 
A:D—E;, 94€ D. ÉS3B€(E,—E;)((E,—E;)XBR E, 入 
E; 的 线性 有 界 算 子 的 全 体 构成 的 Banach 空间 ), 使 (在 点 xo 附 


近 ) 


A(xg t h)- Aro= Bh + w(xro,h), (3:10) 
E olro 5) 7 oCIA TD, Bf 
"Tom [s Cro 22] (3:11) 


则 称 算 子 A 在 点 xo 处 Fréchet 可 微 , Bh 叫做 A TE xo 处 对 于 h 
的 Fréchet 微分 , 记 为 d[ A(xo)h]; 算 子 B 叫做 A 在 点 xo 的 
Fréchet 导 算 子 , 记 为 A (29). 于 是 (3.10) 式 为 
A(Cxrg t h) - Aro 9 A (xg) h + w(.ro,h), (3:12) 
其 中 w(xo,4) 满 足 (311) 式 , 亦 即 
|ACroth)- Az; - A Cro)^ | 
Trim lA] 
X 8 dLACx)h]2 A'Cr9)5. 

注 3 (i )Fréchet 导 算 子 是 惟一 的 , 即 若 除 召 外 ,还 有 了 
€ (E47 E;) 3 £ (3:10 5 (3:11) S, RU 5 B,- B. 

(l)3 Aj, A; 均 在 点 ro 处 Fréchet 可 微 , 则 aA, + BA; 
(a,B 是 实数 ) 也 在 xo & Fréchet 可 微 , 3E E (aA, + RA) (x0) 
7 aA, (zx0) + AA, Cro). 

Cill )4* AE(E, >E), H A (xo) =A, 3} Et 9€ E. 

Civ 23 A F 88 Fréchet 导 算 子 为 0; WE Ax my € E, V x 
€ E,, Jl] A'(zx9) 20, V x9 € E,. 

以 上 这 些 结 论 ( 1) - CIV ) 都 是 显然 的 .此 外 ,着 特别 E, = 
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=0. (3:13) 


RE RT A 是 抽象 函数 x(1), 则 (3.13) 式 为 


li xCGot A) - zx(to) — 
bue At 


Hif Fréchet 导 算 子 与 定义 3.2 中 定义 的 抽象 函数 的 导数 
是 一 致 的 . 

例 3.1 iH m T noXv Xz)(i=1,2,…， 
m) METR R" AR” 的 算 子 A 如 下 : 


y= Ar, rc (x4, eS ra) y7 (yis eta Yn) 


=0, 


x (to) 


其 中 | 
yi= filis En) i-212,-,m. 
设 每 个 f; 都 在 点 x 中 = (D, zi) 的 某 邻 域内 具有 连续 的 
一 阶 偏 导数 ,于 是 对 二 (Ah1,…, ha), 当 站 让 充分 小 时 , 利用 中 
值 公式 ,有 
A(xO d; h) — Az: (9 
= GG + hs OF h,) m fi G9, s, n0), 


fu XT t hast hu) T f Gri ani) 
- [52A "EST 
E p az, 2090 E 2/37 atah l ^). 
HU RS EREE, 即 易 知 A 在 x 中 处 Fréchet "pf, 并 且 
A' (GT) TAXAEm: 0 
A'(x?)5 - (X A 


MURHATA (EREE) MRENA 
11S: Sm, 1[SiSn 


性 变换 :z= A Gh 相当 于 (z= Guns) 
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CA a dH 


zi x, Ira | (hı 
Zm 9 f,, 9 f, h, 
9 ES 9 Y 


例 3.2 考察 Y pucon 算 子 (2.2) 式 ,其 中 G XE RN 中 某 有 

界 闭 集 . 假定 bé y, u) ku Gr yn) 都 在 (x,y)EGXxG 

=G, -co<w<+c 上 连续 .由 定理 2.2. 知 , Ypo 算 子 K: 

C(G)-—C(G) &3E2 . 现在 证 明 , 在 任何 点 po(z)EC(CG) 

处 , 算 子 K 都 是 Fréchet 可 微 的 ,并 且 其 Fréchet 导 算 子 K (po) 
是 下 面 的 线性 积分 算 子 : 

K'Co)hG) o | Ges polyA lydy. (315) 


证 令 


BhG) m [A Geo» poA y)dy, (3-16) 


则 8B:C(G) 一 C(G) 是 线性 有 界 的 全 过 续 算 子 . RITA: 
| KC go) t h(x)) 7 Kgo( x) - Bh(x)]| 


= |f UG em Q0 *&GQ) 
— kr, y, qo(y)) ]dy 


- [Gs poy)) G045| 


| -if [ku Ges y, poly) + 8C) h C) 
-kz e| 


< lle: i l ku (£, Y, poy) 
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t 8(y)hCy)) - k, (x£, y» qo y) l dy, (3:17) 
其 中 0<9(y)<1. 令 M = max| go(x)|. Ve 20, H E, (x,y, 
u)9EGXGX[-M-1,M-*1].EB]—3E TERI d 6 2008] 
Eoc1,1:-M-1xXwu,uzMtl|u-ulcóoHB,xl 
一 切 (z,y)EGxG, 均 有 


[ku (zu 一 Ara < (3:18) 
于 是 由 (3.17) 式 与 (3.18) 式 知 , 当 0< [n «0 时 , 恒 有 
| KC go( xz) * h(x)) - Kgo() - Bh(x) | 


«Ine: f. dy edle, Vr€G. 


" i re ra jet 
f C 


K(9o) * h - Koo- Bh 
Bp in | (po Po leo 
LEX hic 


由 此 可 知 K 在 go 处 Fréchet 可 微 ,并 且 K'(99) - B. 证 完 . 
例 3.3( 见 [28]) MAE yppicon 算 子 (2.2) 式 , G RR“ 
中 某 有 界 闭 集 E A(z, y u)r, yEG, -oo< u< + oo) 满足 
Caratheodory 条 件 , 并且 满 足 
|g(zx, y u)|SR(z, y)| ul 
(z,y, EG, -o«u« * o), (3-19) 
其 中 非 负 可 测 函数 R, yE 


|. [R(x,y)]'drdy« + o, 


XE r—maxip,ql, p»litl- 1; X € k, (x, y, 0)JLE 
处 处 存在 .我 们 证 明 :yparco 算 子 K:L,CG)-—L,CG), K Æ 
L,(G)FPBS3E A 0 处 Fréchet 可 微 , 并 且 
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K' eG) | Gy 0)eG0dy. (3-20) 
证 由 (3.19) 式 并 利用 Holder 不 等 式 知 , 当 e € L,CG) 
时 ,有 


NL 
"(f enin 


之 (mesG)- ^x is.) f. [R(xz, Dlrdrdy)” lel., 


«|f. Jj: ERG.) jas 


(3-21) 
由 此 可 知 K:L,(G) 一 L,(G)( 还 可 证 K 是 全 连续 的 , 见 [28] ) . 
令 Bp(z)= | tu (y0) ply)dv. (3:22) 
B (3:19) 5X k(x, y, 0)250, 从 而 
|k, Gr, y, 0 | KR, y). (3-23) 


由 此 , 仿 (3.21) 式 的 推导 , 可 得 
| Bg I, S GnesG) n 


: i 
(f f CR razds)'lel,. — 020 
因此 ,B:L,(G) 一 L(G) 线 性 有 界 (实际 上 可 证 B 385). 
下 证 K'(9)=B, 即 (注意 到 k(x,y,0)==0) 
| Ke - Bel. E 
lel, ~o p L, B 
为 此 只 需 证 明 : 对 任何 序列 | 9, |， [orl 0, 必 存 在 子 列 


KAR f 
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(3:25) 


AP 


L(x, yu) su) 4 u#0 时 ; 


Fees u 
kı (z,y,u) X u-O0H[f. 


于 是 由 假定 以 及 (3.19) 式 (3.25) 式 知 
limF (x, y, u) 7 £,(z, y, 0), p.p. (3-26) 
| FG, yu) ~ E Gy, 0 | 2RGe, 3). (3:27) 
现 给 定 Lo, 1 WE [es], 一 0. 于 是 必 有 子 列 | es | 存在 , 使 
limo, (x) =0.p. p. RIE H (3-26) R43 
limF (x, y, e, (y)) Eku (x, y,0), p.p. — (3:28) 
但 又 有 EP 
Kp, (1) Bp, (x)= | [F(z y, p, (9)) 
一 A (£, y,0)]p, (y)dy, 
从 而 易 知 


| Ke, -Ben |, «| | | f Ece, y gp, 0) 
e 


"le. 


ene ee EU Irc. » pa D) 


Sees ue 


1 
o Gs y,0)] C Pr l i < (3:29) 


H (3:28) (3-27) C, AH Lebesgue 控制 收敛 定理 , 得 到 
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imf | (ECE, ys pa C) 
=k, Gr, y, 00 |'dzdy 7 0. (3:30) 
Hi (3:29) X 55 (3-300 5X BI A (3*25)5X . 证 完 . 
定理 3.3 i% E], E; E3, 都 是 Banach 空间 , 开 集 DCE), 
FÆ HCE,, A:D>E,, Bi H—Es,, H A(D)CH. 设 A 在 点 
XT0ED 处 Fréchet 可 微 , B 在 点 yo = Aro 处 Fréchet 可 微 , 则 复 
合算 子 BA: DOE, 在 点 xo 处 Fréchet 可 微 ,并且 


(BA) (xo) 7 B'Cyo) A Cz). (3:31) 
证 由 假定 ， 
A(xg t h) - Aro= A/(xo) h * exo, h), 
. B(yo t &) - Byo= B'Cyg)E +w( yo, k), (3:32) 


gode GOL .0 darion, PL odro 


时 ). 4 @(3yo, k) = lkl wi Coo, k), W | o1Cyo £2 | 0, 24 
上 #1 一 0 时. SU TE(3-32) PR k=A(roth)- Axo 5 AC * 
h) — yo. FÆ, 35] a |0 mE |k | 0. 这 时 (3.32) 式 变 为 
BA (xo * h) - B4(zo) 
=B (30)[A Gro)h * oro, h)] * ] &] * oi Cyro, &), 


故 
BA(xo3 Àh) - BA(xo9) ? B'Cyo) A Cx) h + e; (zo, h), 
(3:33) 
其 中 
exo, À)- B'(yo)mCro, h)t lk | "wC yo k) (3:34) 
于 是 


axo, h) , y | o Cro, h) 
Ip s[5'60l- pl 
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toaono. (3:35) 


Jel [A Gro) * olro h) | 
ha IET 


«[A'Gol* E: (3:36) 


id (3:35)5& 5 (3:36) X, TEE L2 | a | 0 时 , | e] 0, 从 
Ri | oi yo, &)|-*0, 故 得 


eiei =0. (3:37) 


` iaio 
FEH (3.33) R5 (3-37) Al, 复合 算 子 BA 在 点 xo 处 
Fréchet 可 微 , 并且 (B4) (x9) - B'Cy9) A (x9). 证 完 . 
R R A:D>E, B:E2 >E; RER. Æ AERE 
D 处 Fréchet 可 微 , 则 BA 在 点 xo 处 也 Fréchet 可 微 ,并 且 
(BA )' (zo) = BA' (xo). (3:38) 
5383.4 用 /1 表示 直线 段 1z|z= x9 * th OSEE | Co, 
h € Ej) 
CL ) 若 泛 函 f:D-R(ICD)tE L E Fréchet 可 微 , 则 存在 
0< c «1, 使 中 值 公式 成 立 ， 
f(xo * h) 7 f(x) 9 f (xo * rh)hs (3:39) 
(IDEAT A: D— E,(LCD)E l E Fréchet 可 微 , 则 存在 
0« c« 1, fit 
lAGzo * 5) - Azo| SIA Cr+ 2A; (3-40) 
(HEAT A: D E;(IC D) f£ 1 E Fréchet 8] fit, 并且 
A'Cx)E 0 上 连续 , 则 
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Í 
AGwy* b) - Aro= | A' (xg * th)Adt. (3:41) 
0 


证 Ci )9 o(t1)9 f(x, * th), 0x rl. 根据 定理 3.5 E 
Al g() 在 [a,5] 上 可 微 ,并 且 eG) m 了 (xo t Oh. 由 微分 学 
中 值 公 式 知 , J0<r<1, fE eC) 7 e(0) 7 o (r), 即 (3.39) 式 
(jj) 由 Hahn - Banach 定理 知 , 3yEE* , f£lgl - 1, Hg 
[ACro th) - Arg] * |AGeo * 4) - Axo| GE QR A Caro + 
h) ~ Axo#0;% Arg t h) - Aro 7 0 时 ,不 等 式 (3.40) 显 然 
成 立 ). 考察 函数 o) = gACxo t th), S11. A g (t)= 
dA (rot th) h, 0st: «1. 于 是 由 中 值 公式 知 , 30< c«1 使 
2(1) -2p(0) =2 (r), Bp 
p[ ACro * 3) - Aro] 9 gA' (xot th)h, 
从 而 
| ACGxo * A) - Axo| 2 yA (xo * ch)A 
«lollA' Got rhdh] = [A Go* rh)nl. 
(iii ) 考 察 抽象 函数 y(1) = A Cro t th), 01. HRE, 
y G)7 A Cro t th) h 在 0 过 1 人 1 上 连续 , 故 由 定理 3.2 n] An 
| sto - 50 - »0. 
此 即 (3.41) 式 . 证 完 . 
注 4 对 于 泛 函 , 中 值 公式 (3.39) 成 立 , 但 对 于 一 般 的 算 
F, 只 能 得 出 公式 (3.40), 而 中 值 公式 
A(xg* h) - Aro=A' (xot ch) (3:42) 
一 般 是 不 成 立 的 . 例如 , 设 AR SR BT REX: 


y= Ar, T= (xr1, 72), y= (yl, yi), 
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LER y27 02 
4d 0-2(0,0),, 4 2 (1, D), W ACx(O +h)- Ax? — (1,1), 
由 例 3.1 的 公式 (3.14) 知 A Cx? * ch)h 2 (2r, 38), KAR 
(3:42) 相 当 于 方程 组 1=2r,1=3r, 它 显然 没有 公共 解 . 因 
此 ,不 论 rE(0,1) 为 何 数 ,公式 (3.42) 都 不 成 立 . 

定理 3.5 A: D 一 E, 全 连续 , 并 且 在 点 29 € D 处 
Fréchet 可 微 , 则 A (xro): E; > E; 全 连续 . 

证 由 于 A (xzo) 是 线性 算 子 , 故 只 需 证 A“ (xzo) 将 E, m 
单位 球 S-irlr€ E, lx | <1 ÆR E, 中 的 列 紧 集 A (xg) 
(S). 假定 A' (zxo)(S) 不 是 列 紧 的 ， 则 3eo>0 及 h;€ S(i-1, 

…), 使 

|A GoA^;-A'GAh)|zes (ij). — (3:43) 
由 A“(xo) 的 定义 并 注意 到 D 是 开 集 , 98150 3 £0, 8 |a | 
rt 时 , 恒 有 zo+hED, 且 
14(zo+ 4) - Azro- A Go)A | 2|]. — (3:44) 
于 是 当 ij 时 ,有 
| ACzot.zh;) 一 A(zro+ zh;) | 
- |LACGzo * ch;))1- Aro- A'(xg) Crh;) 
7 [ACzo * ch;) - Aro - A ro) Cehj)] 
* eL A Gr) h; - A'Gxo)hj]] 
>r| A Go; - A'Go)A;] 
- |A (Crot thi) - Azo - A Gro) Ch) | 
Lo BL E 


>w- F lhl- p, 
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此 与 A 的 全 连续 性 矛盾 . 证 完 . 
还 可 定义 在 无 穷 远 处 的 Fréchet 导 算 子 ( 参 见 [6] 、[9) ): 
定义 3.4 W'Ai:D—E;,3FBH D 包含 Ei 中 某 球 的 外 部 
( 即 习 RR>0, 使 VzEE,zl>R 都 有 zzED). 若 存在 BE 
(E,—E;), fili 
Il AM | = 0, (3-45) 


li 
Kel eds lx li 
则 称 算 子 A 在 无 穷 远 co 处 Fréchet 可 微 , B 叫做 4 在 co 处 的 
Fréchet HF, wA A (œ), Bl A' (09) - B, 


dim lár-A 90s -0. (3-46) 


当 4'(eo) 存 在 时 , A 称 为 是 渐 近 线 性 的 ， 
例 3.4( 见 [28]) 考察 ypptco 算 子 (2.2) 式 , G ER 中 
某 有 界 闭 集 , UE br, y,u) 满 足 Caratheodory 条 件 并 满足 
Ier, y, u)| ER(z, y)(a * b]ul), 
(x,y»€G, -o«ucto), (3:47) 


其 中 a >0,5>0, 非 负 可 测 函 数 R(x, y) 满 足 


Jl Risolayi * co, 


这 里 -=maxl1p,g1p>1 二 + 二 = 了 ;又 设 
lig Cra = Q(z,y) pip. (3:48) 
W yppicon AF K i L,(G)-* L;(G), EAR IA Fréchet 可 微 ， 
并 且 导 算 子 K (oo ) 由 下 式 表达 (K (œ): L,CG) L, (GRE 
有 界 )， 
K'C)eG)- | Qtzy)g(y)dy， (3-49) 
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证 由 (3.47) 与 (3.48) 式 知 
lQ(x,y)lxbR(z,y), p.p. (3:50) 
由 (3.47) 式 与 (3.50) 式 , 仿 例 3.3 中 的 证 明 可 知 K: L, (G) > 
L,(G) 有 界 (实际 全 连续 ),B:L(G) 一 Lo(G) 线 性 有 界 ( 实 际 
全 连续 ), 这 里 B 表 算 子 


Bp(z)= | Q(z,y) pC)dy. (3-51) 

需要 证 明 
| Kg - Bel, 

TP esto pi =0 (3:52) 


Ve>0, 首 先 3 6>0, 使 对 任何 QC G x G, RE maxQ « ô, E 

有 ， | 
[tgG.»ransue. 0 08» 
n 


其 次 ,由 (3.48) 式 ,利用 Eropos 定理 (Eropos 定理 是 对 函数 序列 
而 言 的 , 但 稍 加 修改 其 证 明 , 即 知 对 现在 的 情况 也 成 立 ) 可 知 必 
有 NTG X G, mesh < à FE, 使 F(x,y.u) Eug 
0,7 GX GN Qo 上 一 致 收 全 于 Q(z, y») Gá u--o0Bf). FE, 
必 有 r>0 存在 (可 取 r2 10, fi 
[F(x,y,u)- Q(r,y)| <e Gr »€0, lulzr). 

| (3.54) 

D. B= sup. , HI Kol.» HE Bol, | . 


i f ! el c SED 
对 任何 9€ L,(G), S 
eG), 当 | g(x) | 二 7 时 ; 
pi(x)= , 
当 | g(x)|>r 时 ; 
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站 当 | p(x)| >r 时 ; 
DOES 当 |p(z)|<r 时 


显然 
Kp(z)= | Ges eds [Geo ei) 


* li klz, y, g2(y))dy 一 | k(x,y,r)dy 
G G 
= Kpi( x) * Kpi( x) - Koo(x), 
其 中 oor) r. 838 Bp(z)= Bey( x) * Bgo(x) - Bgo(x); 
由 此 并 注意 到 | pı l1, <r (mexG)>, Lm = r(mesG)7B[ f 
| Ke - Bel, «48 * | Kez - Be;] L, 
<48 + (mes |I. | F(x,y, 22(y)) 


H 


-Q(z lrdzdy) Veil. (3-55) 
但 显然 | en || g(x)|+r, 故 
Le: l, loli, + rnesG)7. (3:56) 


另 一 方面 , 由 (3*47) 式 并 注意 到 r >1 可 知 
| F(x,y,u) - Q(x, y) (a *20) RCz, y) 
ulzr). (3:57) 
H (3:53). (3:54) (3 SDR, ETE RESI | pz(z)| 之 ~ 得 到 


Ra | FGx, y, 9232) 7 Qlaz, y) |'dzdy 


2: I | F(x, y, 2032) ~ Q(x, y)|'"drdy 


* Ii | FGro y, 93(2) 7 Q(z, y) |'drdy 


2, 
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«(a -t25)' Il [R(x, y) ]'drdy + &'mest2; 
m 


« e' [Ca * 25)" * (mesG)? ]. 
由 此 ,再 注意 到 (3.55) 式 与 (3.56) 式 知 
| Ke - Bel. 


ims Tel, 


med) e bbs +25)" + (mesGY! ]? 
于 是 ,根据 e 的 任意 性 即 得 (3.52) 式 . BERE. 
注意 , E k, Cr, y, u) FE, H i 
limk, Gr, y, 4) 2 Q(x, y) p.p.s. (3:58) 
则 条 件 (3*48) 必 满足 . 事实 上 ， Wie, y) 处 ， kb, (x, Ys u) 
—Q(z, y)(u—9»),Wl Ve 20,4 3a 20, E4 |u] >a Bf, fü 
Alki Go» )-QG. y)|«e. 于 是 当 “>a. 时 ,有 
EG au) - QU, y) 
E 全 全 六 的 二 人 人 52) Q(z,y) + ke) 


ES ku (x, y, £)(u -a) - Q(z,y)4 Harya) 


u 


<k, Gi» 7 QG.y) 
trails y) | DIL | 
SERE |Q(z,y) | +e] Hayol, 


其 中 4a<&<, 由 此 可 知 ; 
Jim. Elery) Qa, y)| <e; 
同 理 可 知 
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lim. Guy) Q(z,y) xe. 


于 是 根据 。 P ESPERE CO cQ C, y) (u>); ik 


(3.48) 式 满足 . 
这 里 , 条 件 (3.58) 式 比 条 件 (3.48) 式 强 . 例如 , 设 


.2 
klasy u)=R(z, [1&8 + E) 


Cu =0 Bf, MET = 0), 则 条 件 (3.48) 式 显然 满足 ， 
但 由 于 
sinu? 2 
ku Go u)=R(a, y)(1- y + 2cosu ) 
故 当 uox ool, k, (x, y, ua) 无 极限 ,因此 条 件 (3.58) 式 不 满足 . 
定理 3.6 若 ALD E; 全 连续 , D 包含 EI 中 某 球 的 外 
部 , 且 A 在 无 穷 远 c 处 Fréchet 可 微 ; 则 A (oo ): E, >E, ZË 
续 . | 
WE 和 定理 3.5 的 证 明 类 似 . E A“(o% ) 不 全 连续 , N 3 eo 
>0, 及 h €E, lh] x1 -1,2,:-), ff 
[A (9)5;- A'Co))hj| 2e) Cj). (3:59) 
5 o= inf] ^; | 20 CBS int | | =0, 则 存在 子 列 h 0. 
由 A Coo) ier n, | A Coo); =A Coo h; | 0,24 k, s> 
oo 时 , 此 与 (3'59) 式 矛盾 ). H1 (3-46) X, 30 20, E% | c] > p 


时 恒 有 |Ax - A Co)x] «S |o FAS i5; 时 有 
| ACoh;) - ACoh;) | * |LACoR;) - A (o9) Coh.2] 
-[A(h;)- A'Coo)Cgh;) ] * eL A Coo) h; - ACoo) A1] 
zp|A'(o)5h; - A'Coo)hj] - [ ACoh;) -A Coo) Coh) | 
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-JA Coh) - A Co) (oh) | 2 A2, 

此 与 A 的 全 连续 性 矛盾 . 证 完 . 

定义 3.5 ËA:D>E (D 是 El 中 某 开 集 ) 在 D 中 每 一 
点 x 都 Fréchet FJ f, W Fréchet FTF A'(x) 随 x 而 变 ,因此 ， 
A':D--(E,-* E3). Æ A XES xE D fib Fréchet 可 微 , 则 A” 
在 点 .xo 处 的 Fréchet 导 算 子 (4 )(zo) 叫 做 算 子 A 在 点 xo 处 
的 二 阶 Fréchet 导 算 子 , 记 为 A" (x). 同 理 ,二 阶 Fréchet $% 
子 A Gr)lf] Fréchet 导 算 子 (假如 存在 的 话 ) 叫 做 原 算 子 4 的 三 
阶 Fréchet 导 算 子 , 记 为 A”(x) ,一般 地 ,nn 一 1 阶 导 算 子 
A" !(x)Rj Fréchet 导 算 子 (假如 存在 的 话 ) 叫 做 原 算 子 A 的 n 
阶 Fréchet 导 算 子 , 记 为 AC (x). 

HS 根据 定义 ,显然 A'(x)E(E1*E;)A’(xr)E(El> 


Di 


一 一 一 一 人 一 一 一 一 
(E; >E2)), — Akit AC (x) € (E; > (E, (Eo7E3)--)). 


D 

TT un: EXE, X+ X Ei >E, 称 为 线性 有 界 算 子 ， 如 
Rl Í Ju lrn rats Xx ) 对 每 一 个 变 元 x;(i = 1,2,…, nn) 都 
是 线性 的 ;( ji ) 存 在 常数 M ,使 

[tn EEA 
Yr EE, (i=1,2,.…,n). 
易 证 , 按 普通 的 加 法 和 数 乘 法 , 并 定义 范 数 E: 
LR Tad eub... l us Gris E (3:60) 
2 个 

则 所 有 u, 构成 一 个 Banach 空间 , iE X (E, X Ej Xo X Ej 
五 > ) . 


* us 属于 (El>(El™>… (EE,).…)), 则 u, 可 视 为 属 
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nd 


F(E, xE, XXE, Ej. RS E WT Cn (ui) ar, 
E GELD Eos JUI 
| Gri xn nS nb | Co G ure] 


<| Celu Dr) taa eS 
&lwenl peake bed bed ee 


nf 


故 ou, € (E,XE,X'-XE, > E) 反之 , V un € 


^ 
n 
"d 


(E, X E X 7 X E, >E), W u, 也 可 视 为 属于 (EI 一 (局 一 … 
(Ei 一 EE)…)). 事实 上 ,在 由 (zz yz) 中 让 hb， 
z, E. 只 r, 变化 , 则 u, (xis x2 rnt xs) m eu rins 
xai) no P oa, Go c5 za) ECES E) (HA 
| un Cris ns idan | = s Gs n0 SM Frid ds]. 
BUB ulz, tp € (E> E2), B| unr 2n- | SM 
|n na D. AE, E u, Cn xn D PRE xe x2 
固定 , 只 x, -1 变化 , 则 u, Cri xci) m us Gne ns xs -2) 
r,-o Am us (x1 77 X4-2) € (E> (E1 77 E3)). 这 样 继续 下 


EGRE u, € (E1 > (E >e CEj E), BE Ce 
(Cu,xi)r2)* ur, = Unli, x22 Ea). 

以 后 , Cr (na) i), B ta C£ xs yzo) 将 不 加 区 
别 ,并 简 记 为 urira ra EA, Æ zi = x2 —c00 mox, 7 hy UI 
uhi h fic uA". 

由 以 上 可 知 A“(x)E (E,X E, E), 一 般 地 , A(x) € 
(E X E X X E; >E). 

ie 易 证 下 面 的 结论 :车 3 QE (EI XE SE) ME 
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| A Gro * A)& - A Geo) & - Qhk | x L eM EA dba CH, 
(3*61) 
其 中 a(5)—0 4 |h |—0 时 , 那 末 A" Cro) FE, HEA A" Geo) 
=Q. 事实 上 ,由 (3'61) 式 知 
|A Gro t 4) - A'Ge9) - Qh | & | la CA), 
由 此 知 


l-9, 


i [A Gro * 5) - A'Cx9) - Qh 
FEET [^1 
Bt A" (xo) ETE, JR R. A" (9) = Q. 
813.5 考察 例 3.1 P R" AR" 的 算 子 A 
y= Ar, T=(xri ,Tn), y=(y s Ya), 
其 中 yi? fi xq x), i-1,,.m. 
设 每 个 f 都 在 点 x 人 = GP, s r ORERE P ROS JE ES 
二 阶 偏 导 数 , 于 是 , 由 例 3.1 中 的 结论 知 , 4 h= (hj,…, h), 
上 1 充分 小 时 ,对 = (1，,…,,), 利 用 中 值 公 式 , 有 
A'(x Ü +h)k — A'(x)4 


EJ NN ioa 
= B 9x, PLE 9xi | ,0 19 , 


Ix, Q0 Je) 


n ELI 
~ (> 9 | (0, (CD Eh; 
iji IUS | Og, 


| 6 xj 2j 
? f, 
Sz, xx, neo 
(s) . 2g 
其 中 ,0< 86 <1, (s-71,:*5,m;i-1,:,n). 由 此 , 根据 的 


9zi9dzi 
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连续 性 , 利用 (3:61) 式 , El A OORE, 且 具 有 表达 式 
A" Cx  ) hk 
J^]. 


n f 
= [2 TT 
2 大 93? f, 
li -l ATEA 
Tj "a 


EFE 


z 23? f, 
hiki, x T 


(0) 7 
" 


A" (x )hk 


n of 
= 


P f, | 
hikjs us Iaa P" 


(0) 


m capui sim (6 jas 
nij-losvs,nismTl,s, mm) 表示 . 

例 3.6 考察 yppicon 算 子 (2.2) 式 ,其 中 G E RP PRA 
REIS . 假定 k(x, yu), E, (x,y, uU R ku Cr, y, ua) 都 在 
zyEG,- oo<x<+o 连 续 . 这 时 ,KK:C(CG) 一 C(G) 全 连 
续 . 证 明 在 任何 点 wo(z)EC(CG) 处 ,二 阶 Fréchet 导 算 子 
K po) 都 存在 ,并 且 具 有 下 面 的 表达 式 : 

K'(go) hk = J bt», go(y))hCy)kCy)dy. | (3-63) 

Qhk = NE oC y))h Cy) £C y)dy. 
显然 , QE(C(G)xC(G) 一 C(G)). 由 例 3.2 的 结论 知 , 对 任 
何 po(z)EC(G),K' (po) 都 存在 ,并 且 具 有 表达 式 (3.15). 于 
是 有 


K'(go t h)k - KC) 
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2 $ [ke Gro y, poly) +h(y)) 
=k, Gr, y, go y)) ]&Cy)dy 
T J ero po(y) * 8C y)A Cy) EC y)dy, 
其 中 0<0(y)<1, 从 而 
[K (pot h)k- K (po)k- QW cs Eh Mel e lea Co, 
(3:64) 
其 中 a(n)- (max a, | (Gr, y» go (y) + Oh (y) - 
ku (xi y» goC(y)) |) mesG. TRH n [0 Ef a (A) 0, dt 
K“(9o) 存 在 ,并 且 有 K'(oq) = Q. 证 完 . 
在 下 面 三 个 定理 中 ;1 都 表 : 已 , 中 的 直线 段 1zjz = xot th, 
Oscrszll. 
定理 3.7 V F:D>R (D ŽE, 中 开 集 ) 是 D ELEZA, 
ICD. 设 在 ! 上 每 一 点 处 , Fo" D r) RFE, 则 存在 0<09< 
1, 使 下 面 的 Tarlor 公式 成 立 : 
F(xo* h) 5 FGo) +F (xo)h & JEF' Go) t 


1 


n! 


+ TE GM +7 FC! De hh" 3. 


1 
n1)! 
(3:65) 
证 考察 函数 olt) = F(rot th), 0St<1. 易 知 g (1)= 
F (xot th)h, g(t)= F'(xo th) 83,5, oU D (4) = F(t) 
(zot th)h" *!50xc esci. 由 数学 分 析 中 函数 的 Tarlor 公式 知 ， 
存在 0< 2<1, 使 


2p(1) = (0) * e (0) * 3: e'(0) Mrs 1. 
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e" (0) cp e"! 0), (3-66) 


JEBI (3:65) R . 证 完 . 
定理 3.8 E A:D>E:(D ÆE 中 开 集 ), /CD. 设 在 / 


E&8-—8AC'PCOBTEE, 则 存在 0<0<1, 使 


[AG - An A Gb = AAC)" | 
1 DE 4 n+l . 
ers (Gro * Gh) n"! |. (3:67) 
证 4 
zo= Azo th) - Azo A Gu) h 7 - LAC Gg). 


可 设 zoz50 EM, 不等式 (3.67) 显 然 成 立 ), 由 Hahn - Banach 
定理 , 3 AE E72 ,使 | fl -1HB fe) = |zo]. 考察 函数 p(1) = 
fA xo * th), 0st. BA o (1)= fA'Gro t th)h, g (1) 
fA" (xo * th) 2, =, 0*9 (1) 2 fAU P (ng th) h"* 1. B 
Tarlor 公式 知 , 30« 0« 1 使 (3.66) 式 成 立 , 即 


f(z0)= s T fA (rot Oh)h""! 


由 此 知 
[zol = /Cz) Se rr MAI P Go a" 


= cr An P vean, 


JC, BI (3-67)5X .证 完 . 
定理 3.9 ib A; D— E,CD RE E, 中 开 集 ), LC D. E 
AC? (xg 1 上 存在 并 且 连 续 , 则 带 积 分 余 项 的 Tarlor 公式 成 


X: 
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= d —-— 
AGro t h) 5 Axy * A Gro) h * t Àj 


+ th)h,dt. (3:68) 

证 任 给 F€ E7 ,考察 函数 (1) = fA(xo th), 0r 

1,Jll c0 (2) 5 fAC (ro t 2) (571,2, n),36EB BLUE 

Al, e (2E Oca 连续 . 根据 函数 的 带 余 项 的 Tarlor 公式 
知 


PC) 7 (0) + e (0): c-r gt n (o) 


1 1 
i eO) 去 tQ ldt, 


即 (注意 到 (3.6) 式 ) 
fACro * h) 9 f(Aro+A’(ro)h+- 


1 E 
tTa EIA COLE 
+ 1 ; n-i 
G tT Jo 07 0" A! Geo * th)h"dt), 


由 f€EZ 的 任意 性 ,利用 Hahn - Banach 定理 , BA (3-68) 5X 
EL. 证 完 . 
R 在 定理 3.9 的 条 件 下 , 有 


| AG 10 - An - A'(xo) € A 


1 1 
Sn-DI i JLA (rot th) - AC (z,)]A"| 
Sepe ddr (3-69) 
以 及 
[AG —7 Axe — A(xro)h — -XA Gon 
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<A (max [AU Gr € t) ASN) Ia". 270) 


s 1 n n n-— n 
证 由 于 A GA = cs (1 t) | ACO 
Cro) A" de, B B1 (3:68) 58 


A Cas yea C d -L A GS)A" 


"cà [, "A ot h) - AO Go) Jirdr, 
由 此 ,利用 (3:5) 式 即 得 (3.69) 式 . 最 后 ,由 (3:69) 式 直接 
推出 (3.70) 式 .证 完 . 
注 7 显然 , 公式 (3.65)、(3.67)、(3.68) 分 别 是 公式 
(3'39) (3.40)、(3.41) 的 推广 . 
另外 ,在 公式 (3.69) 中 邻 n=1, 即 得 常用 的 公式 ;: 
| ACxo * A) 7 Aro- A Gro) ^ | 


<f JLA Crot th) - A'(zo)h]lar. (3.71) 


Fréchet 微分 和 Fréchet 导 算 子 的 概念 是 应 用 上 用 得 最 多 的 
微分 和 导 算 子 概念 , 因为 Fréchet 微分 df AC) 5h] =A (xo) 
定义 成 算 子 改变 量 A(zo+ 户 )- Ar 的 线性 主要 部 分 , 以 后 我 
们 将 看 到 ,研究 非 线性 算 子 A 的 某 些 问题 可 以 转化 为 研究 线性 
HFA (zo) 的 相应 的 问题 , 这 正 反 映 了 非 线 性 泛 函 分 析 中 的 线 
性 化 方法 . 但 是 ,很 明显 , Fréchet 微分 概念 对 算 子 的 要 求 是 较 
强 的 ,在 讨论 算 子 (特别 是 泛 函 ) 的 某 些 问题 时 ,可 将 条 件 减 弱 ， 
从 而 得 到 较 弱 的 微分 和 导 算 子 的 概念 , 即 Gâteaux 微分 和 
Gâteaux 导 算 子 概念 , 这 种 微分 和 导 算 子 概念 是 数学 分 析 中 函 
数 的 方向 导数 概念 的 推广 。 

定义 3.6 Vb A: D E;(D 是 Ei 中 开 集 ), x4 € D. 若 对 
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EIT hE E,, RTR 
, A Uno th) - Ate (3-72) 


li 
to t 
都 存在 (是 E, 中 元 素 ), 则 称 A 在 点 ro 处 Gâteaux 可 微 , 极限 
(3.72) 叫 做 A TE xo 处 ( 沿 方向 疡 ) 的 Gâteaux 微分 , 记 为 DIA 
(x9) ]. B 


t ih)- A 
DA Gu) 4] = lim Ae h) 0 (3:73) 


如 果 Gâteaux 微分 可 以 表 为 DIL A(Gx9)Ah ]- Bh, 3X E BE(E,— 
E,), 则 称 A 在 xo 处 具有 有 界线 性 的 Gâteaux ft, B. 叫做 4 
在 点 xo 处 的 Gáteaux BAF, 记 为 A'(xo)( 这 里 使 用 与 Fréchet 
导 算 子 相同 的 符号 ,在 证 明了 定理 3.10 以 后 ,就 会 知道 不 会 产 
EUR), B] 
D[ACr)h]97 A'Gro)A. (3:74) 
定理 3.10 A: D—E;(D EE, 中 开 集 ), zo€ D. 那 末 
CIE A 在 xo 处 Frechet 可 微 , 则 A Xe co 处 必 具 有 有 界 
线性 的 Gáteaux 微分 ,并 且 DI4(zo)A]=d[4(ro)p], 即 4 在 . 
zo 处 的 Gâteaux 导 算 子 和 Fréchet 导 算 子 相等 ( 均 以 A Cx) 
Z); 
(ii ) 若 A 在 点 xo 的 某 邻 域内 具有 有 界线 性 的 Gâteaux fi 
分 ,并 且 Gâteaux 导 算 子 A (xo) XE XR x= x 处 连续 , 则 A 在 点 
xo 处 Fréchet 可 微 . 
证 (1 ) 由 假定 有 
A(xrot+h)~ Aroz A (xro)h= oro, A), 
其 中 A (ro) Fréchet SATF, o (xo, ) 满 足 (3.11) 式 . 于 是 
A( zot th) - Axo- A (ro)th= exo, th), 
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十 -A „th 
A(xo 2) X0 A Gi) c C8 ) 


2o exo, th) ; | ero» th)| . - 
& meum Rate 


pp 


t 


A + th) - Ax " 
故 lim (xo a 2 = A'(zxo):h, 


因此 , A YE xo 处 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 , 且 
D[ACro)h] 7 A'Cx9)h 2 dLACax9)]. 
Cil) Ve»0,dtfizg 3820, ff: |n | « E, EA 
| A'Cxo * 32 - A' G9) | € e, (3:75) 
其 中 A' (xo - A), A Cro) X Gâteaux 导 算 子 . 证 明 当 0< 
|n] «98 时 , 恒 有 
|ACGro *h)- Aro- A Grp) h | ieln]l. — (3:76) 
MAE A, On] «o. PRE, T Alro ch) 一 
Axy— A (xg) h E 0 C0 UI (3: 76) R HRR). 由 Hahn - 
Banach 定理 , 存在 fE Ez ,使 | F| 2-1, E 
fLA Gro t h) 7 Axo - A'Cxo) A] 
- [ACro * A) - Azo - A Cro) ^ |. (3:77) 
考察 函数 (1) = fCA Cro * th)), 0s ex. AI o (1) - f(A 
(xot th) h), F A' Go * th ) XX Gâteaux 导 算 子 .于 是 由 中 
值 公式 可 知 :存在 0<0<1, 使 p(1) - (0) 7 g (0), BI 
flLACzo * h) -Aroj=JA (xo * Oh)h. (3:78) 
B G:77) XX, (3-78) (3-75) GERE | oh | <8), 8 
l Aro * &) - Aro- A Cro) A] 
- f[ACxo * h) - Aro- A'Gx9) h] 
= f[A'(xo *. 0h) - A'Cxg)]h 


«I fl- | A Crot 65) - A'Gee) | Ha] 
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-[A'Go* 65) - A Gon] 
«ell. 
即 知 (3.76) 式 成 立 . WA 在 zo 处 Fréchet 可 微 ,并 且 dL A (xo) 
有 = A'(xo)h, 证 完 . 
注意 , A 在 点 xo 处 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 , 则 一 
般 推 不 出 A 在 zo 点 处 Fréchet 可 微 . 下 面 举 两 个 例子 (参看 
(27), (7) ) . 
例 3.7 考察 R? EZK f:R?->R! 如 下 


| Liz? , 
xjptgxit— 3, Sb rc(x.xi7(0,0)8f; 
f(x)= 2 


rit 
0, 54 r-(z,,2;)-(0,0)Bf. (3-79) 
因为 | 1555 SF [ni] t /在 点 (0,0) 处 也 是 连续 的 ,用 0 


TURAE (0,0), h — (hi, h) WA 
lim L+ h2 - f(0) 


t0 


rjr) 


4,3 
t" hih 
thi tha + A 
] tÜhitt^h 
= lim " =hit hz, 
t0 


BL f 在 零点 9 处 Gâteaux 可 微 , 并 且 具 有 有 界线 性 的 Gâteaux 微 
分 : . 


DUf(k1—f(0)h-h,*hy (3-80) 

其 中 广 (9) 表 Gâteaux 导 算 子 . 下 证 f£ EO 处 不 Fréchet 可 微 . 

因为 如 果 f YE 0 处 Fréchet 可 微 , 则 由 定理 3.10 知 
dLf(6)5]- Df(6)h]9 f'()h -h, +h. (3-81) 

于 是 

hih; 

hic hj! 


e(0,h)7 f(0* h) - f(0) - F'(0)h— 
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故 w(0,h)_ hih, 
E (Ait A) AI ALS 


现在 让 h, = ht, ŽS A, 40,18 


lim iOS) od hi - 
iio [AT 1,70 253 S h2 4 RÀ 2" 
此 与 e(0, 4) e oCIAn DF. 
153.8 处 处 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 ,但 处 处 不 
Fréchet 可 微 的 例子 如 下 : 
考察 HewpurHi 算 子 
fo(x)7 f(x, o(x)), (3:82) 
其 中 f(x,u)(x€ GG, -oo«u« + œ) E Caratheodory 条 件 ， 
GR 中 某 可 测 集 ,0< mesG 委 + oo; i 
| fx uae) * b] u | 
| (r€G, -c«u« +0), (3:83) 
其 中 0>0e(z)ELz(G). 于 是 由 定理 1.1,1.2,1.3 知 f: 
La(G)—> L: (G) E2 82 . XU fı (x, u) FE, 也 满足 
Caratheodory 条 件 , 并且 存在 常数 M, 使 
|fe (z,u)| SM (rzEG，-co<ux<+oo) (3:84) 
我 们 证 明 , 算 子 人 在 工 ;(G) 中 任何 点 wo(z) 处 都 具有 有 界线 性 
的 Gâteaux 微分 , 并 且 | 
DIECpo)h]= f, (£, goCx)) h Cx). (3:85) 
事实 上 , IHE h(r)E LG), A 


了 [Kg6(z)+ 态 (z)) -fpo(z)] 


= 二 [7(z, polr) + th C) — Flr, olz))] 


= f.Gz,goCx) * 0C rz) thC x )) h Cx), (3:86) 
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其 中 0<0(x)<1. BP p.p. x€ G, f, (xu) X uS, 
ak h (3-86) 
lim HRC po + th G2) -fpo(z)] 
= fa Geox) AC), p.p. (3-87) 
X BH (3-84) :X 55 (3: 86) 5A 
[HIR polr) + th(z)) - feo Cz] 


- fa Gs gor) h Ge) | 2M |h x) | . (3-88) 
由 (3*87) 式 及 (3.88) 式 , 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 


lim | | Ets + G0) - feo GO] 


- fu (x£, gy G8 Go ^d =0, 
故 f 在 go(z) 处 Gâteaux 可 微 且 (3:85) 式 成 立 , 显然 算 子 
Bh(x)= f, (x£, go(z))h(zx) 映 L(G) 入 L(G) 线 性 有 界 ( 注 
3 (3:84)5R), Bit EE po 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 . 
如 果 f(z,w) 不 是 u 的 一 次 函数 , 那 未 f 在 L2(G) 中 任何 

点 pol x) AT Æ Fréchet 可 微 的 . 事实 上 , 若 f 在 po(z)E 
L(G) 是 Fréchet 可 微 的 , Wl gi (3:85) sf 

flx, po(x)+h(z)) -f(x, pol x)) 

- fa (£, po rh(z)= o(goC), Cx), 
其 中 w( po(z), hCxx)), 满足 


] looo], — 
I m. EE A 3 
对 任何 h(x)€ L;(G), 88 
ve(go(x),h(x))70, p.p. (3-90) 
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事实 上 , 若 有 no(z)ELz(G) 存 在 ,使 在 G 中 某 正 测度 集 上 有 
w( eor), po(z)) 天 0, 则 显然 3GoCG,mesGo>0, 以 及 w>0， 
B0, E4 x € Gy Bf, EE |olpolr), ho C2] 2 a, 
[ho Cx) | zB. i ro 是 Go 的 一 个 全 密 点 ,于 是 mexF, >0(k= 
1,2, 7), 8 F, = Gon Vi, Vj m dbz | - ro | « 11. fei 
holz), 当 zEF f; 
wo- 


k=1,2,.…). 
0， HS:CGNAEHB “ ) 


1 
显然 hEL2(G) XH Ins, = (f, IC as] 


& B mesF,)3; 
由 于 mesF,—0, t | ^, 1,709) .又 


1 
[se hl, = (fp, Int Com Pas 


1 
Zi a(mesF,)2, 


| „h | 
w( po ha) 2E (k=1,2,.…), 
hg L, g 


此 显然 与 (3.89) 式 矛盾 . 因此 ,对 任何 h(x)€EL,(G),(3.90) 
式 都 成 立 , 即 

f(x, go(x) * h(éx)) 2 f(x, pol x)) 

+ fu (x, po(r))h(x), p.p. (3-91) 


故 


现 将 G 表 为 G = Ü Gi 其 中 G,C GCG; , mesG; < + oo 
(i=1,2,…). 对 于 任何 w, —0<u< * oo, f£(3-91) x rH 


h(x)Tg, (a, KB 
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uc ( ), 4 EG 时 ， 
s= 2 G 212,77) 


0, X4 rEG\ G 时 ， 
(显然 g;(x)EL(G)), 则 
flryu)=a(zxz)to(r)u, p.p. FG, (3:92 
其 中 ci(z)= (zypo(z)) 7 fu Go go(x)) ea( x) € L(G), 
bx) =f, (x, polx)), | iG | <M. BUE (3:92). i1, 
2,… 都 成 立 , 故 
f(x,u)-*aj(x)tbi(x)u, p.p. T G. 
B] f(x, u) Æ u 的 一 次 函数 . 
从 定理 3.4 的 证 明 过 程 中 不 难看 出 , 若 将 Fréchet 可 微 减弱 
成 Gâteaux 可 微 , 则 定理 3.4 仍 类 似 地 成 立 , 即 有 
定理 3.11 H 表示 直线 段 |z|z= xo * 坊 ,0 委 : 委 1| 
(xo, h € Ej). 
(站 ) 若 泛 函 fF: D— R'(ICD)1E 1. E Gâteaux 可 微 , 则 存在 
0< rz<1 ,使 中 值 公式 成 立 ; 
f(Gxo t h) -czo)=DLA(zo+ ch)h); — (3:93) 
Cil 2388 A: D E; (1C D) E l E Gâteaux 可 微 , 则 存 
在 0<r<1, 使 | 
[A(Czot+h)— Azo| &|[DLACxo * ch) 1]; (3:94) 
(lii ) 4 EP A: D E; (ICD) E 1 E Gâteaux 可 微 , H 
D[A zo * th)h]ÆF t EROI), W 


Atna e Ane J: D[A(Gx, * th)h]dr. — (3-95) 


关于 Banach 空间 中 微分 学 的 详细 讨论 , 可 参看 [27] . 
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本 节 把 数学 分 析 中 的 隐 函 数 定理 推广 到 算 子 方程 , 作为 特 
例 , 还 得 出 了 反 函 数 定理 . 

设 E, E, Es 是 Banach 空间 .0 是 乘积 空间 EE) ang 中 某 
FE. dE 下 ; 0->E;. 考察 方程 

F(x,y)=0. (4*1) 

W ro, yo) € ,使 
F(zxo, yo) 7 0. (4*2) 

在 什么 条 件 下 , 在 初 值 ( zo, yo) 附 近 , 由 方程 (4.1) 可 惟一 
确定 y 为 zx 的 算 子 y= f(x)? 亦 即 在 什么 条 件 下 , 当 y 在 yo 近 
JR, 方程 (4.1) 在 xo 附近 具有 惟一 的 解 ” 同时 还 要 研究 解 算 
F f(z) 的 性 质 . 

定理 4.1( 隐 函数 定理 ) HEA ro yo) 的 某 邻 域内 下 (x， 
DER, HEX y 的 偏 导 算 子 (Fréchet 导 算 子 ) F, Ge, y) fr E, 
并 且 F, Ge, yy) 在 点 (xo, yo) 连 续 . 又 设 F, (zo, yo) Ej E3 
具有 有 界 道 ( 即 F, (xo, yo) 是 E; 与 E; 间 的 同 胚 映射 ). Ud x 
20,720, f 3| z -zol < r 时 ,方程 (4.1) 在 jy-yol< c 内 
具有 惟一 解 y= f(z); 并 且 yo= f(zxo), FG ERR | x - zo] «n 
内 连续 . 

证 由 假定 知 J >o, r>o0, #4 ]r-zr]s< ð, 
ly- yo e 时 , FE(z,y) 连 续 , 旦 有 


JF; (z,y)- Fy LETT »»| «3i (4*3) 


其 中 M-JUS, Go 01 ! |. 又 由 下 (z, yo) 的 连续 性 知 , 30 
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« rco, Bo | -zol « r Bt, EA 
| FGeo yo) |= | F(x, yo) -Flr yo) | E (4*4) 


B z 满足 | zx -= rol <r, HE r 固定 , 令 
Br,y)=y-[F, (xo,y0)] ! F(x, y). 
显然 ,方程 (4.1) 的 解 y ENFO TE E, 中 的 不 动 点 . 因此 ,只 
需 证 明 @ 在 球 |y - yo| < c 中 具有 惟一 不 动 点 . 
B (43) An, 34 | y — yo | c 时 ,有 
(8, Cx, | 2 I LER Go 3001 F; Ge $2] 
«|UE Geo 3001! E EE, Gros yo) -Fy Ge y) ] 


<M: =t. (4*5) 
于 是 ,利用 定理 3. 4C A0, 24 [i o | es Doo oe B, 
恒 有 
[$2 yz) 7 6G. y)l 
«|, G. yi + 95a 7 302 7 »0] 
«|, G.»i* 662 7 30)] 


poo xd oo 7 nid. (4*6) 


其 中 0<9<1, 故 o 是 压缩 的 .又 当 |y 7 yo] ce 时 有 (注意 到 
(4.6) 式 与 (4.4) 式 ) 
9G. y) 7 yol 
x|6(G.3)- 6G. yo) * 1G. ») 7 yol 
2|[6G.)-9G,. yo + IUE, Cro yo) lF, yo) 


«31r» * Magn 
故 o HAR |y- yo xe RA ly- vol < c 开 球 ;于 是 根据 压 
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缩 映 象 原理 可 知 , $ 在 |y- yj 万 + 中 具有 惟一 不 动 点 
y=/(x), 并 且 此 不 动 点 属于 开 球 |y -yo| < c. 

最 后 证 明 f(x) 在 上 zx - zo| < > 中 连续 (至 于 yo = f(zxo) 是 
显然 的 ). WE xi xol € ril x2 xol € nr Xi flr), y= 
f(z2), 则 由 (4:6) 式 知 

|y1 ~ »2|= | 6Ga y2 7 Gi») 

<| lr »3 7 lr, y+ 1 Gas y) 7 96r 0] 

<t I»: yil + |UE; (£o 301 HEC y) ~ F(x, 1]. 
故 

LG 7 fi] 9 D» 7 »il 
«2M | FG. y1) 7 FG 5], (4*7) 
由 此 根据 FC x, yy) 的 连续 性 , 即 知 当 zz 一 zl 时 (zi 固定 ), 有 
(zz) 一 zi). 证 完 . 

R 在 定理 4.1 的 条 件 下 , 若 更 设 在 (zo, yo) 的 某 邻 域 中 
Fréchet 偏 导 算 子 F, (x, y) 5 已 (zy) 都 存在 并 且 连 续 , 那 末 
可 取 r20,c >0, 使 定理 4.1 结 论 中 的 惟一 解 y = f(z) 在 
| xoxo] < ~ 中 具有 连续 的 Fréchet 导 算 子 f(z), 并 县 

f(x) =- [F; Cx, FG)! Ee, f(x)), 
Yz- zo|< r. (4-8) 

证 $ Gn y)-[F, Go »)0] ! FGz, y), W G (z, y) 
=[F; (z0 yo)] ' F,/(x; ) € (EjàE3, G; (zo yo) - 1 R 
BANM, 且 由 假定 知 G, (z,y) 在 (zo, yo) 的 某 邻 域 中 连续 ， 
于 是 根据 Banach 代数 的 性 质 ( 例 如 , 参见 [2]224 页 的 定理 3) 知 
TE Cro, yo) 的 某 邻 域 中 , G (z,y) 也 具有 有 界 道 ,并 且 [G，(z， 


y) “是 连续 的 ,从 而 F (x, y) 9 F, (Cto yo)G, Cz, y) tL ER 
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Aqu. BILE (x,y) t =[G (x, )] EF, Gros 990]! 
也 是 连续 的 . 因此 可 以 认为 定理 4.1 证明 过 程 中 所 选取 的 r> 
0,r>0 还 满足 : 当 |z -zolj< In d € e 时, F Go y), 
F, (xz,y),[F, x, 2] 一 都 存在 连续 , 并且 
| FG y) [<M [E (r, aM (49) 
其 中 M 是 某 常 数 . |i- xol € rds xol r9 y= 
FG), y2= f(x2). 于 是 由 (4.9) 式 知 
| xz)- FozDt+LR zyD] ! FG y Go 7 2) | 
«LE, Gi »)01^! | 
-| Fy (xy y1)(y27 y1) + Ez Guo y1)(z27 11) | 
<M, |F (xi y1) ra- xi) + F/ Gi 0627 30]. (4:10) 
WO gE Ez, lyl=1, t 
pL[F, Gras yi (x27 x + Fy (xi, y1)(y27 y1)] 
= |F, (x yD) C2- z1) + F/Gay0Ga7 0] 
( 当 F Cri yi) (t2 z1) + Fy (zis yi) ya 7 y1) = 0 时 取 
$20). 
eG) gF(x tt(x27 z1), yit t(ya ~ y1) 
0xcrx1l. 
A51 
e (2)= JF. Gat t(z27 xi) y1 t to 7 0 (2 7 20) 
*F/Gi tt 一 zy+ty 一 2))(y ~ y1)]; 
故 pg'(1) 在 0<t 志 1 连续 ,从 而 存在 0< 9<1, 使 8(1) ~ p(0) 
-9(0).18 F(xi, yi) = F(xj, y2)=0, KES 
x= xjtÓO(x2—- x1), ya = yit 0(ya 7 y), 
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PUF, Gro, yo) Uxa 7 x1) +E; (zes (y - y1)]=0, 
从 而 
|F. Cxi yi)(x2 ~ x1)+ F, (zi,y1)(y2— yi] 
=g] LE Gas yi 7 Fe (xe, yo)](x2— 2i) 
* [FG yi) Fy Go ys)]Cy2 ~ y1)| 
«yl LE Cris y») 7 Foe y)1Go 7 x1) 
+ [E Gri yi) 7 Fy Gee yo)lGa ^ i0] 
«| F Cxi y1) = F. Ge y) elz- xil 


+| E; (xi, y1) Fy (xo, y)) :| ys — yl. (4:11) 
由 (4.7) 式 利用 定理 3.4( ii ) 及 (4.9) 式 , 可 得 
|y2— xil 
<2M || F, (r2 t 01(r1 7 x3) yi Gri -2;)| 
(4:12) 


<2MMi| z2- xıl, 
PÆ Hi (4-10) (4:11), (4:122 E48 
|f r3) 7 fri) EF, /Go 301 F(x y0Ga 7 2| 
x ( Mi | F, (x1, y1) 7 F, (£9, »o) | 
+2MMį | F, Gi, y1) — F, Go, »)]): | x27 xil 


由 此 并 注意 到 当 cuo, 时 wy 从 而 
| F, (x1, yi) 7 Fr (x0, yo) |—>o0, 


| F, Gy, y1) - Fy (xo, yo) |-70, 
即 知 f(z) 在 点 x = x, 处 Fréchet 可 微 , 并 且 
f (rz)= ~ [Fy (zn y1)] TF; (£1 y) 
= —[F, (zi fæ) P. Ga fiu». 


由 于 xi 的 任意 性 , 即 知 /(x) 在 fx-zxol < 中 每 一 点 都 
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Fréchet 可 微 , 并且 广 (z) 具 有 表达 式 (4.8)， 

最 后 ,由 (4:8) 式 ,根据 FG) F, Cx, y) [FE Ge 32] 1 
连续 性 , 即 知 六 (xz) 在 球 | x - zol < ~ 内 连续 . 证 完 . 

注 1 SESQCRVEQSRUQE,-R",arc—(zye.mn)y 
= (yis Ym), F(z, y)=(F;, Fs Fp). 则 方程 (4.1) 相 当 
于 函数 方程 组 

Fixi, Las ity.) =0 (i=1,2,.…,m) (4:13) 


初始 条 件 (4.2) 相 当 于 
F,(x (9, ex, Vy (0, e, y9)20 (deducta 


(4-14) 
这 里 ro = (r, =, x0), yo = (y, e, yO) 由 例 3.1 知 
Fréchet 偏 导 算 子 Fy (xo, yo) BU FRR: z= F,(xo, yo)h TH 
EET XII LICENSE PETERE 


Zi 3y: (Eo Yo) ?oo Gr o) hi 


Zm 9F, 9 Fa Am 
ayi |( 9 y, 


To Yo) Gs »0) 


因此 ， F, (xo, yo) AA A F% H 3 Td, B» z”, y, 
ETE CHE 


9F1 LONE 
Iyl Pym 
D(F, í TI) bes ooo ooo 
D(»5, i t, Ym) see sss sss 
aF, 9F, 
dy; 9ym 
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不 等 于 零 .由 此 ,显然 这 时 的 定理 4.1 及 其 系 就 是 数学 分 析 中 
HEARE. 因此 ,定理 4.1 及 其 系 是 数学 分 析 中 隐 函 数 定 
理 对 一 般 Banach 空间 算 子 方程 的 推广 . 

作为 隐 阔 数 定理 的 特例 ,是 下 面 的 反 函 数 定理 . 

定理 4.2( 反 函数 定理 ) 设 zo€ D, D RE E, 中 某 开 集 .f:D 
— E;Fréchet 可 微 , f (x ) YE i xo 处 连续 且 f(x) RUBRI XX 
(Bl F (ro) E, 与 E; EIE [6] HG R 8), W f(x) 在 点 xo 处 局 
部 同 胚 ( 即 存在 xo 的 邻 域 U (9) K yo 7 f(xo) 的 邻 域 V(yo)， 
使 f(x) 在 U(xo) 上 的 限制 是 U(xo) 到 V(yo) 的 同 胚 映 象 ). 

证 $ F(x,y)—f(x)-y,Wl F:DX E;—E;3E5,3£ H 
F/(x,y)9 f(x),F,(x,y)--I, V(x; y) € DX E;. 由 假 
定 可 知 F, Gro, yo) = £C RAARD. 于 是 根据 定理 4.1 
可 知 , 3r>0, r+>0, 使 当 |y 一 yol<r 时 ,方程 F(x,y)=0( 即 
方程 f(x)= y) 在 |x -zol < z 中 具有 惟一 的 解 + = p(y), 并 
H p(y) 在 上 yyol<r 内 连续 .用 V(yo) 表 球 |y — yo| < ~， 
TG) XR x 7 xo] «c, 4 U(xzo)= pgp(V(y0)). 显然 U(x0) 
=F (VG) TG). 由 于 了 是 Fréchet 可 微 的 , 故 连续 , 从 
MAR VO ERR 请:(V(yo)) 是 D 中 开 集 , 即 E, 中 开 
集 , 从 而 U(zo) 是 E, FAR, BI ro 的 一 个 邻 域 . 显然 /在 
U(xo) 上 的 限制 使 U(zo) 与 了 (yo) 一 一 对 应 ,并 且 了 在 U(Czo) 
上 连续 , f^ — p 在 V(yo) 上 连续 , 即 f ÆU) Vy) EH 
FHERR. 证 完 . | 

R 在 定理 4.2 的 条 件 下 , EER f(x ) 在 DD 中 连续 , 那 
RECEA zo 处 局 部 微分 同 胚 ( 即 存在 ro 的 邻 域 U(xo) 及 


yo 的 邻 域 V(yo), 使 了 在 U(zo) 上 的 限制 是 U(xo) 与 V(yo) 
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间 的 同 胚 映 象 , 并且 f 在 U(xo) 具 有 连续 的 Fréchet 导 算 子 ， 
f UE V(yo) 上 也 具有 连续 的 Fréchet YAT). 

证 ”由 定理 4.1 的 系 知 , 定理 4.2 证 明 过 程 中 的 算 子 广 : 
= o 在 V(wyo) 中 具有 连续 的 Fréchet 导 算 子 . 证 完 . 

注 2 定理 4.2 及 其 系 是 说 明 在 yo MAR EZ /1 的 存在 
连续 和 连续 Fréchet 可 微 的 ,所 以 称 为 反 函 数 定 理 ; 由 于 结论 是 
局 部 同 胚 和 局 部 微分 同 豚 ,所 以 亦 称 同 胚 定理 ， 

例 4.1 考察 非 线性 积分 方程 

eG) [ KG» eG)». (4-15) 


其 中 GRR 中 某 有 界 闭 集 , K (x, y, u), K, Cx, y, u2 BTE 
(z,)€G- GXG,-r&u& r EFEZ, r 表 某 正 数 ;又 4 是 
参数 . R K(x,y,0) 三 0, V(x, y) € G. 于 是 ,显然 对 任何 à, 
p(x) 三 0 都 是 (4.15) 的 解 ， 下面 证 明 : 若 4o 关 0 不 是 线性 积分 
方程 

eG)-A| K'Giy.DeG)dy ^ (410) 


的 特征 值 , 那 末 必 有 6>0， r>0(r<r) 存 在 ,使 当 |4-20|<6 
时 ,方程 (4.15) 除 零 解 (p(x) 三 0) 外 没有 满足 | (| (Vx 
EEG) 的 其 他 连续 解 . 
证 考察 算 子 
Ap(z)= | KG eG)». (4417) 


取 0<s<r, 用 DD ii CCG) PS SRI o | | elc«st. 由 定理 2.2 
的 证 明 过 程 和 例 3.2 知 A: DCG), E DD 中 每 一 点 po 
处 Fréchet 可 微 , 并 且 
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Alph e» | Ke Gi, qo Cy) ) h Cy) dy. (4:18) 


由 K, (z, y, u)ffE(x,y)€G,-sxuxs 上 的 一 致 连续 性 , E 
5. 35] e - eo] c0 HC € D), Z8 ] A C) - A Coo | 
0, 即 A Co) E D 内 连续 . 令 FO, 9) 7» 9 — AAg, 显然 方程 
(4"15) 的 解 相当 于 方程 
F(A4,9)20 (4:19) 
858 . 很 明显 , F: R X D C( G)3EZE, Fréchet 可 微 ( 关 于 9) 
H F,(4,9)*I- AA (p) ER. 由 假定 , Ao 不 是 线性 积分 方 
程 (4.16) 的 特征 值 , 故 Fp (19,0) 2 1 ASA (0) (BR C(G) A. 
C(G)) 具 有 有 界 道 [ F。 (ao,g)] ! [1-49A (9)] ! . 于 是 根 
据 隐 范 数 定理 4.1, FE 820, c20(c 5), i [a - |< 
时 ,方程 (4.19) 在 |p|lc< c 内 具有 惟一 解 . 但 已 知 o 70 便 是 
解 , 故此 惟一 解 就 是 零 解 — 0. 证 完 . 
| 例 4.2 考察 方程 组 

ym fnr). (i=1,2,."n), (4.20) 
其 中 各 n 元 函数 在 点 zo = (r, r, e, OHERA 
具有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 将 方程 组 (4.20) 写成 算 子 形式 为 
y= f(z) y= (yis s yn) TE (x1 En) f= Fists fa). 
若 在 点 x9 (af, =, cO ) 的 Jacobi 行列 式 


Ifi | 9fi 

CERI 2x, 
D(fi,*…, f) NE E 
D(x,,x,) ves oos oss #0, 

9f, 8f, 

axi CEJ 
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则 f(z) 在 点 xo ub EN AY [RIT . 
事实 上 ,由 例 3.1 50, f TE xo 的 某 邻 域 中 Fréchet 可 微 , 并 


且 z= f(x)h 相当 于 


"d es t t1 hi d 
| j| (4:21) 
z. ha 


39x, á IXa 


d Bog NR o 的 某 邻 域 中 连续 , 由 此 易 知 /(x) 在 
zo 的 某 邻 域 中 连续 又 由 假定 , 在 ro 处 的 Jacobi 行列 式 不 为 堆 ， 
故 线性 变换 (4.21) 具 有 道 变换 , 即 f(r): RR 具有 有 界 首 
[F(z0)]-1. 于 是 根据 定理 4.2 的 系 知 , f(z) 在 点 xo 处 局 部 
微分 同 胚 . 证 完 . 

最 后 指出 , 在 定理 4.1 中 , 若 假定 F(x, y) 在 (zxo, ye) 的 某 
邻 域内 具有 直到 m 阶 的 连续 的 各 阶 Fréchet 偏 导 算 子 , 那 未 可 
以 证 明 f(x) 在 zo 的 某 邻 域 中 也 具有 直到 m 阶 的 连续 的 各 阶 
Fréchet 导 算 子 (参看 [4], [13] ); 同 样 , 在 定理 4. 2 中 , 若 假定 / 
ED 中 具有 连续 的 m 阶 的 Fréchet 导 算 子 , 那 末 可 以 证 明 /-! 
= p 在 vo 的 某 邻 域 中 也 具有 连续 的 m 阶 Fréchet 导 算 子 . 

关于 隐 函 数 定理 与 反 函 数 定理 的 详细 讨论 , 请 参看 [4] 、 
[8] (29). 
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第 二 草 MIME 


拓扑 度 理 论 是 研究 非 线性 算 子 定性 理论 的 有 力 工 具 , AE 
可 推出 许多 著名 的 不 动 点 定理 . 众所周知 , 压缩 映 象 原理 用 来 
讨论 非 线性 算 子 方 程 解 的 存在 惟一 人 性 . 这 个 解 不 惟一 (例如 , 出 
现 分 歧 现 象 ), 自然 需要 估计 解 的 个 数 , 这 时 压缩 映 象 原理 就 无 
能 为 力 了 , 而 常 可 应 用 拓扑 度 理论 . 

本 章 主要 讨论 一 般 实 Banach 空间 全 连续 算 子 场 的 Leray- 
Schauder 度 理论 . 为 此 ,需要 首先 介绍 ” 维 欧 式 空间 尽 " 中 连 
续 算 子 的 Brouwer 度 . 


$1 Brouwer 度 


， 引 入 Brouwer 度 的 方式 很 多 (参看 [4] 、[8] ~ (14), (16), 
(30) ~ (34), (38)) . 最 早 是 基于 代数 拓扑 学 的 概念 引入 的 ( 例 
如 [30] ~ (31) (9) ), 后 来 出 现 了 避免 使 用 代数 拓扑 学 的 概念 而 
完全 使 用 分 析 学 的 概念 和 方法 引入 的 (例如 [32] (33), 38) 
(4). (34). (10) , (113). 下 面 ,我 们 利用 分 析 的 方法 引入 . 

R SQR", 0 ÆR 中 某 有 界 开 集 , p€ R^. 我 们 的 目的 

是 要 定义 一 个 整数 degC f, N, p), 使 它 能 和 方程 
f(r)=p (1*1) 
在 2 中 解 的 个 数 有 关 , 这 里 假定 (1.1) 在 2 的 边界 32 上 无 解 ， 


BU p€f(20). 当然 , 要求 当 /有 微小 变化 时 , delf, 0, p) 
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变 ;下 面 首先 看 最 简单 的 n=1 情形 . 设 Q=(a,6b), fla) b, 
f(5) 隆 pp. 显然 我 们 不 能 简单 地 直接 把 deg(f, Ca, b), pp) 定义 
为 方程 (11) 在 (4a,5) 中 解 的 个 数 ,因为 当 了 微小 变化 时 ,此 解 
的 个 数 可 能 发 生变 化 . 例如 ,方程 f(x)—7 e t sinz 125 e Hy 
很 小 的 正 数 时 , 在 (0, x) 上 有 两 个 解 ,而 当 。 为 很 小 的 负数 时 则 
没有 解 (图 2-1.1). BÆ, 如 果 对 方程 (1.1) 在 (a,5) 中 的 每 个 
fi zx;(i=1,2,…, mm ) 赋 与 一 个 符号 sgnf Cr), 而 把 解 的 代数 


和 s2 sgnf (x; ) 作 为 deg(f, (a,b), pp), 即 定义 


则 显然 当 /有 微小 变化 时 deg( f, (a, b), p) 不 变 , 并且 (参看 图 
2-1.2) | 


deg( f, (a, b), p)= X senf (xi), —— (1:2) 


1, 当 f(a)<p<f(5) 时 ; 
deg( f, (a, 5), p) | -1, 3X f(a)» p» f(b)H]; 
0, 3([f(a)-p]Lf(5)- 51208; 
(1:3) 
对 于 n>1 的 一 般 情形 , 由 第 一 章 例 3.1 知 f(z) 是 由 和 矩阵 
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(2) 
22; lXixn, bDxjEn 


sgnf Cr) ML BI sgnJy(x) 来 代替 ,这 里 J/(z) 表 了 在 点 x 的 
Jacobi 行列 式 


所 确定 的 线性 变换 , 自然 , 公式 (1.2) 中 的 


NEL CIEN TEN 19Ff 
Jx) pi). [f ; 


于 是 ,由 (1.2) 式 的 启发 , 对 于 一 般 的 R^ 情形 , 应 定义 
deel f, 2, p) = $) snl Ca ?), (1:4) 
其 中 x 中 (i=1,2,…, m) ET RD 0 内 的 解 (参看 
(13, (14), (34)). 虽然 按 (1.4) 式 定义 拓扑 度 deg( f, A, p) HE 
较 自 然 和 直观 , 但 讨论 的 步骤 要 多 一 些 , 显得 繁琐 , 因此 , 我们 宁 
愿 采 用 比较 直接 的 积分 方式 (参看 [4], [38] ) . 在 证 明定 理 1.2 
以 后 , 读者 将 会 看 到 此 两 种 定义 是 等 价 的 ， 
定义 1.1 设 0 是 R" 中 某 有 界 开 集 , FO R", f ÆC Bi 
象 ( 即 f=(f1,…, fi f(x1,…,X,) 在 QQ 上 具有 连续 各 二 阶 偏 
导数 ,i=1,…,n),pER"\f(90). 于 是 c= inf |f) -pl > 
0. 作 连 续 函 数 @6:[0, + %) 一 R', 使 它 满足 下 面 两 个 条 件 : 
(| ) 存 在 or ,满足 0<o<r* 声 r, 且 使 当 xElo,r*) 
时 , 伍 有 SG@(r)=0; 
ab .S(lz Ide 71. 
R 
定义 拓扑 度 deg( f, 0, p) F 
deg f, 0, p)= | BUFE- DI Gode. (1-5) 
注 1 满足 上 述 条 件 (1 CIO BERGER gd 多 是 很 
多 的 ,例如 DB(r)= 直 Dolr), 其 中 
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T — 


sin A) 2, 当 [Krít 时; 
Go(7) 
0， 当 0 委 r<c K v' &r« * ooi, 


ise] dy (lzl)dz- S,., P sin FC, S, ,&R" 
R o 


中 单位 球面 的 面积 , 即 S =. 
r(5) 
X2 要 证 明 上 述 定义 的 合理 性 , 必须 证 明 按 (1.5) 式 定义 


的 deg( f, 0Q2,p) 不 随 D 的 选取 而 变 ; 同 时 ,还 要 证 明 deg( f, Q, 
旋 ) 是 一 个 整数 . 下 面 一 些 引 理 就 是 证 明 这 些 事实 ， 
引 理 1.1 设 f:Q— R" 为 C? 映 象 ,用 A,(x) 表 行列 式 


Jr(z) 中 元 素 ; 才 的 代数 余子 式 . 则 


Y XA) 70 (7L2,, n), V r€n. (1*6) 
证 只 对 j=1 证 明 (1:6) 式 .; 72, c, n 时 证 明 类 似 .我 

们 有 Aj7(-1)'!! D, 3x H 
of fe. 0 df 


Ixy azi-l OXit1 Qr, 


9 f. 9 f. 9 nfn 9 f, 


Ix Qxj.| 9zi+l 9x, 
根据 行列 式 的 求 导 法 , 知 
3D, T 5 (1)! ld; + MN (—1)* ?ad 
Ti k<i k>i 


= S (—1)* Isgn(i - 5)d, 


i 上 


其 中 
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Sf afp 35 Ih fh h 9f 


üx,Q0x; Ox, 9xzi-l Qrj.q Xp-1 Trl 9x, 


8? f, 9f, 8 f, Ifa 9 f, 3 f, 9 f, 


9x,9 x, Ixi Prii deep Xa-1 9zt+l Su 
于 是 
a 39 p 
x -Xcv» I3 
= My '(-1Y *^sgnGi - &)da. (1*7) 


ik-l 


So : P a^ f. 2? f, 
其 中 习 ' 表 和 式 中 不 含 ;= 的 项 . HT rr * dig 


= di. X,sgn(i - k) * 一 sgn(k 一 1), 故 (1.7) 式 右 端 和 式 中 的 


各 项 两 两 下 相抵 消 . 由 此 知 了 An =0. ERE. 
8[28 1.2 设 连续 函数 D: [0, + 00) R' 满足 定义 1.1 中 
的 条 件 ( i ). XE X G;R'—R" 如 下 : 


G(z) = Ta rUé6(r)dr, M4 z #0 Bf; 
lelo (1*8) 


G(0) = 0. 
则 G(z) 是 C! 映 象 , 且 divG(z)= $C] 2D, Vz€ R". 

证 由 于 满足 条 件 ( i ), 故 当 |z|<o 时 G(z)=0. 由 
此 易 知 G 是 C! 映 象 . 令 G(z)= (Gi(z),…,G,(z)), 则 


fizl f 
G;(z) = Uu mr1G(r)dr (i = 12 2)z 天 0 时 ; 
| z1"Jo 
G;(0) ~ 0. (1:9) 


于 是 , 当 z 关 0 时 ,有 
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9 nl RUN 
3:0 00 7 yz lel e( Ds lel 


MK 1@6(r)dr e a 


z? PEN 


2 
mim 
当 2-0 时 ,显然 了 Gi:(z)=0; 因 此 ,对 一 切 2€ R" 恒 有 
re 3 60) = eb. 
证 完 . 

引 理 1.3 设 f:0Q 一 R" 为 C? 有 映 象 ,连续 函数 B;[0, +) 
—R! 满足 定义 1.1 中 条 件 ( 1 ): Aj(x) 与 G(z) 如 引 理 1.1 及 
引 理 1.2 中 所 述 (G;(z) 由 (1.9) 式 给 出 ), ERR Fe R^, n 
下 : | $5 

F(z)= (Filz), =, F(x)), 

Bye 9 A GG) «9. 1552, 
UFEC 映 象 , 并且 

dvF(z)-o(]lf(x)—-p1J,(GO, Vx€80. (1:10) 

证 根据 /是 C? 映 象 及 G(z) 是 C RZ, IA FEC 

RR. 我 们 有 
X-EG)- » Ajla) Gl) 7 p) 


+ 2 JA) |G- p) 
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= MAGO D EGE- P AGO 


gs [3:449 ]ejorco - p), 


i=1 


divF(z)- » jeFi(z) 


" ny Y b 2 AG) BD 3 s oco - p) 


j=1 k=1 ^ isl 


PESCE 


由 引 理 1.1 知 (1:6) 式 成 立 . 又 由 行列 式 的 性 质 , 知 
une 2 M pg HW, 
Ai 
D G6, lo — o jzam. 
bue uti dn 
divF (x) = DIe) - 9) 


=J x) 2 34 0000 7 p) 
dcs p) 
-J,GefG)- bD.- 
证 完 . 
定理 1.1 定义 1.1 中 所 定义 的 拓扑 度 delf, Q, p) B 
函数 D 的 选取 而 变 . 
证 REZAK D. M D, 都 满足 定义 1.1 中 的 条 件 ( ji) 
SC). 于 是 ,连续 西数 B= 0, - 0; 满足 条 件 (| ), 并 且 | o 


(«12 Dae 70. dr [ele Dae s, |!@(r)dr, 其 
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PS os ARR 中 单位 球面 的 面积 , 故 有 [^ ro 
Pz) 
O(r)dr -0. 由 于 当 r>r B, P(r) -0, i4 2620 时 ,有 


l f(x)-pl + oo 
| ÉDi(r)dr- | r" 1G(r)dr=0， 
0 


0 
从 而 ,由 (1.9) 式 以 及 引 理 1.3 中 F(z) 的 定义 , 知 当 EIn 
Ht, F(z)=0. 于 是 ,根据 引 理 1.3 并 利用 Gauss 公式 ,得 


| eG) - »D4 Gode 7 | dvF(z)dz 
x | Feds cu; 

即 

f BAE- PDI Kadr = | BAA) -pla)de 
证 完 . | 
下 面 证 明定 义 1.1 中 定义 的 拓扑 度 deg( f, 0, p) 是 一 个 整数 ， 
并 在 一 定 的 情形 下 , 公式 (1.4) 成 立 . 为 此 ,需要 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 1.4(A. Sard 定理 ) Ub 0 是 R" PRX, f:0>R Æ 
B. N,-irix€0,ft Jí(x)201l. W N, EER f FHR 
f(Ny) 是 R" 中 Lebesgue 测度 为 零 的 集 . 

证 由 于 0 可 表 为 可 数 个 闭 正方 体 (i =1,2,…) 的 并 集 , 0 
= Ü TR N= U (NNT),AN)= Ú ANAT). 因此 ,要 
证 明 mesf( Ny)=0, 只 需 证 明 对 每 个 闭 正 方 体 TCQ 都 有 mesF(Nr 
门 T)=0 即 可 . 

E THIKA L. 将 工 的 每 边 都 作 N 等 分 , 则 工分 成 A 
小 闭 正方 体 , REBI. 任 给 。>0, 由 (zx) 在 T Efi S 
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续 性 , 知 可 取 N 充分 大 , 使 当 zx, ro 属于 同一 小 闭 正 方 体 P 时 , 恒 
AIS) - 产 zo)|<e, 从 而 根据 第 一 章 公 式 (3:71) 得 
| fO) 7 fGg) - f Croa- x9)] 


& f [Flot E-z) -f(a Er nb 

<el z- E (1:12) 
E N NPO, WER zy € NNP. 考察 线性 变换 y= 广 (zo)z 下 
P HRR S (zo)P. 令 Q=|z|zE Rz 8l FC) P 的 距离 小 于 
| HAIDERA RR fCP) 的 平移 FUP) flaro) + f Cro) zo 


> 为 Q1) 含 于 Q 中 . 由 Lebesgue 外 测度 的 平移 不 变性 , 知 

m' f(P) 2 m' Qm’ Q. (1:13) 
因为 jy(xo)=0, 故 线性 变换 y — f Geo) x 退化 ,从 而 了 (xo)P EF 
R" PH n - 1 维 超 平面 S OR Jr(zo) = |a;| =0, 则 存在 不 全 为 


0 的 Qa(i=1,2,., n), 使 b» qa; =0,7=1,2,., n. TAG Yi 
i=l 


= $) age WE 7 ag: =0; 由 此 可 知 ,六 (x)P 的 任何 点 y= On 


…%) 都 属于 平面 》) aac =0 内 ). $ M= mex] fC). 于 是 ,对 
TOf GP PEZA yi =f (Cro)ar, yz =f Go)x (zz € 
Ps»? od Ed f oN der az KEM. m rop 


Hee AM, 由 此 可 知 , 集 Q 含 于 某 闭 圆柱 H P, EE 

本 的 底 为 超 平面 S 内 以 任意 取 定 的 一 点 wE f Gy) P 为 中 心 , R 

-人 RM + YE 为 半径 的 s p 维 球体 , 它 的 高 为 2 注意 到 
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HEN RBS n -1 维 球体 的 体积 为 | Rei RDA 


E -1 n-l 
«esent erret] Are 


十 n=l 
dw MS ES (1-14) 


其 中 M, =2a'3 [T(* E) J nie = const. 于 是 , H (1-13) 


2 
与 (1.14) 式 得 


n-i 
m* fI NPS m" f(P)&m: qe OCTO A 


由 于 满足 Nj 门 P 关 @ 的 小 闭 正方 体 P 至 多 N" 个 , 故 
M(M+e)" le 
E 


m” f(N,Y TEN": -Mi(M*e)" ^e, 


由 此 ,根据 e>0 的 任意 性 , 即 知 m" FON, T) =0, 从 而 
mes f(N;NT)=0. 证 完 . 

引 理 1.5 设 0 是 R" 中 有 界 开 集 , /5-~R" 连续 , 则 对 于 
任意 给 定 的 e>0, 必 存在 g:0 一 R",g ÆC RRI g = (gi, 
uan ES g(x1,…, n EHE Q 上 具有 各 阶 连续 偏 导数 )， 
使 对 一 切 zE0, 都 有 | f(x)- gl «e. 

证 由 延 拓 定理 (第 一 章 定理 2.7), 可 保持 连续 性 ,将 了 延 
拓 到 整个 R* 上 . 令 Q1=1zx|xz€ER", 使 x 到 0 的 距离 小 于 1}. 
由 于 了 在 0 上 一 臻 连续 , 故 必 存 在 0<h<1, 使 当 xE€0Q1,x'€ 
D le- x [<h 时 ,人 恒 有 | f(z) f(z)1< 志 ,其 中 e 是 任意 
给 定 的 正 数 . 考察 函数 eL R" 一 R! 如 下 (参看 [37]): 


1 4 
ell- ， 当 | 上 zj<h 时; 
V(r)=4 £0 (1:15) 


0, ” 当 | zl 之 h 时 ， 
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Fd = 
其 中 wo = | ee dr(0 po € * 9o). 由 归纳 法 易 知 ， 
村 上 zl <h n. jt, 
函数 ERN 的 任何 偏 导数 了 ja (a = ol+…+an) 都 具 
区 
有 如 下 的 形式 


P, ou (ZU En) ^ 
Cl. x *— h? ' 
其 中 Proa E Ti ors 的 多 项 式 ,由 此 易 知 更 (z) E 


C2”(R") ,并且 
f wood | W(r)dr-1. (1:16) 
R lx dl < 
ib f= (所 ,…, fa) ERX gi: R'R! 如 下 : 
s(z)= | Vz—r)fi(z)dz, i=1,2,.%…,n. (1:17) 


由 于 更 (zJEC=(R f(x)EC(R"), 故 (1*17) 式 右 端 的 积 
分 可 以 在 积分 号 下 求 偏 导数 任意 多 次 , 从 而 g;E C”( R"), 并且 
当 xE0 时 有 (注意 到 (1.16) 式 ) 

Ilgiz) — flr) | 


) | V(z-x)fzdz- f(x) 


| — x)f,(z)dz 一 fG)| 
- NERIS + u)du - fC) | 


- f Wu lf (x + u) - flr)ldu 
I u || Sh 


«| Plu) fle + uw) - f(x)ldu 
lud x 


« 三 | p d 一 E 1 二 | ) 2 
" | I< (u) u PE (i .:5 n), 
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Md, g-(goc g) W g: R >R JECTBRZS JE EL x 
Ef 时 ,人 恒 有 

lgGo - f(x)|= S2 | g(x) - PT <e. 
证 完 . 

注 3 Dub UR EB, FOR HB g, TRÆ NR 的 C” 映 
g, m HÆ R” >R” HCR. 54,3 8 1.5 还 可 直接 从 多 
元 的 Weierstrass 定理 (用 多 项 式 逼 近 连 续 函 数 ) 直 接 推出 (参看 


[152] ) . 
引 理 1.6 设 -ee<w<h4<+oco, 则 存在 函数 pP(z)EC” 


时 , g(xz)=0; 当 x<yp 时 , p(x)=1. 
证 令 3= 二 (4 一 p), 显 然 可 作 连 续 函 数 Co co，+ oo) 
1. 仿 引 理 1.5 之 证 , 取 0<h<6, 并 令 
[7 当 |z | < 天 时 ; 
V(x)= A0 


0， 当 |z | 之 |4| 时 ， 


其 中 po= | 67 dr, FÆ Y(x)€ C"(-09, to), H 
* oo h 
| vin)dr= | wr)dr=1. 
一 oo =h 
ES 
plz)=| V(z— 7x)f(z)dz, -oo«xr« too (1:18) 


AF4) >h P) EAF, 故 易 知 olr) EC- 0, + 
co)( 事 实 上 , 对 任何 有 限 区 间 (<,5), 当 zE(e,b) 时 ,(1.18) 中 
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的 积分 | 都 可 换 成 积分 | 故 可 在 积分 号 下 求 导数 ), 并 且 
显然 0 委 p(z) 委 1( 一 co 区 工 亏 +0); X, %4 r»2AB,Hr-h 
>a - 8, Mm 
x+h h 
2(Z) = L. VY(z-r)f(z)dz- 外 V(u)f(x t u)du 
= | V(u)'0du =0; 
M or&gu BIST rt-A«put oO, 


x+h h 
(x)= | V(z-r)f(x)dz- | V(u)f(x*u)du 


i: 


- B Y(u)du=1. 
证 完 . 
引 理 1.7 RA 为 R" 中 有 界 开 集 , f:Q 一 R" 为 C? 映 象 ,p 
€ f(230), r= inf | f(x) - pl. WH g:0>R" HC WR 


max] f(x) - Go) | «7 88, EUR 
deg(g, Q, p) = degCf, Q, p). (1:19) 
证 由 引 理 1.6, 存在 二 阶 连续 可 微 函数 6:[0, + co ) 一 [0， 


1], 86 oc ect, e(r) =1, 4Y <r< + ont, (r) =0. 


考察 映 象 
h(x)=[1- &]/G) - el )])fG) * E fo 7 2D glx). 
显然 及 :0 一 R" 是 C? 映 象 (注意 , 虽然 | f(x)-pl 在 f eE 


不 可 微 ,但 因 当 0<r 过 学 时 6(7) 三 1, 故 仍 有 h(x)€ C (QD), 


并 且 当 x EQ 时 ， 
lacr) f= eO fGO pl) 
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MfG Ae) e (1:20) 


laCx)- gCx) 2 [1 - eL FG - 8D 
TORO «5 (1:21) 


O05 x € 9 B], 
lh(x)- BelzmlfCx)-5l- « If Ce) - pl) 


AF-S. (1:22) 
今 作 函数 D, 与 o. 使 它们 都 满足 定义 1.1 中 的 条 件 ( | ) 与 
Ci), 3E BL, 3 eger) 5, (7) 20, 4 c2 E88, @2(7) 
-0. FÆ, 当 | 上 f(x)- p» 3t - Bf, eC] f) - 21) 90, Af 
hlz) = flx); M If) -pls 3 t 时 , lale) - pl < 


lald- fG2] € f(r)-— ZI ,从 而 el f(z)-p1)= 
0, 6, (Ih (x) - pl) 20 ee 
BN F(z) 7 8£DJGO 7 (AGO -DI Ge, 
两 端 积分 (注意 到 (1.22) 式 , (1'5) 式 及 定理 1.1), 即 得 
deg( f, Q, p) = deg( 2, p). (1:23) 


FIR, 8 [f - ol « Ems el rGo - pl) = 1s AT 
hr) e &(z); 而 当 | 7(z) - 四 > 竺 时 ,有 

lg) - edo 1G -pl - 1GO - GO: 
且 (注意 (1.20) 式 ) | 

Ih GO - PEE (G2 7 8l - EGO 28600 7. 
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从 而 e:lgCz)- 01)20, 6;CIA Cx) - 81D 90; REFERT 
r€QO,H 
$(lgG)- 51DJ4GO7 9 lh Ge) 7 10J, GO), 
两 端 积 分 (注意 到 当 rE Bt, 上 g(x)-pl 宇 f(x)-pl- 
If) gp» SH: 
deg( g, Q, p) = deg(h, Q2, p). (1-24) 
B (1:232 5 (4-240 BIB (1-19) 5X .证 完 . 

定理 1.2 定义 1.1 中 所 定义 的 拓扑 度 deg(f, Q, p)Jé — 
个 整数 ;并 且 当 p€ (Nj) 时 (Nj= 1x|z€ Q,Jj( X2 200), 有 
AX 

degl f, Q, p) = sen Gr), (1:25) 
其 中 x;(i= 1,2,…, m ) 表 方程 (1:1) 在 Q 内 的 解 ( 这 时 方程 
ADER 内 只 有 有 限 个 解 ). 

证 先 设 p€f(Nj). 这 时 方程 (1.1) 在 Q 内 只 有 有 限 个 
解 , 设 为 zj, …，xzw( 因 若 有 无 穷 个 解 , 则 它们 在 Q 内 必 有 聚 点 
rq 当然 f(x0)= p. 由 假定 p€ER”"\f(930), 故 oE. 由 于 
J Cx9)250, I Sj 5R 53 bc B8 cs PERS re FEL. ER CER GE FB, 
存在 x, I] SR OQ; CQ, EE SFA 5 FG; ) f m 8] HIS Cf ) 
是 p 的 邻 域 ), 显然 可 取 OQ; (12 1,2, o, m) JEAN, fi 0,090; 
= O(ij), 并 且 在 每 一 个 0, 上 Jr(z) 保 持 定 号 (这 是 办 得 到 
的 ,因为 由 p € FON) Jr), 49 1,2, s, m). 由 于 方程 
(-1)f£ Qj - Ü 0; 上 无 解 , 故 ro= inf LG) -pl >o. 
S d;72d(p.3f(0,)) = dnb lez-el . 则 qa; >0(i = 1,2, y 
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m). & r, = mníroe dy sdul. WR c x ro RT 
inf | f(x) - p T. 今 作 满足 定义 1.1 中 条 件 ( |i) 与 (i) 的 函数 
8B, 使 :之 ri 时 恒 有 BB(r)=0. 于是, 当 x € Qo Bb, TUR 
PF) -pl)=0, 从 而 


deg( f, Q, p) — | (| fGO - pl) T(z) dr 
= Df oC7) -ph I(r)dx 


= 314 ef) ~ ph) (xr) dx. (1-26) 
由 于 /是 0 与 /(0,) 之 间 的 微分 同 胚 ,并 且 在 5 上 J RIS 
定 号 , 故 根据 重 积分 的 变量 代 换 (= = f(x)) 公 式 ,有 

e &(z- pl z= [. («FG - D] JG | de 


"sj Gs) | eüüfG)-eDJ/GOde. — (2D 
但 因 z€ R” \ fCO)RI, z- pl 2 i2 n 从 而 e(l z- pl)= 
0, Bit 
| ez - o bas 


f) 
= [ez - o Dae | adz Daz’ =1, 
R R 
Bt E C1: 27) 468. 
上 PF) -= 810J;GOdx 9 sgnJ;e;) 
(i -1,2,-, m), 
由 此 代入 (1.26) 式 即 得 (1.25$) 式 . HI (1-25) CHI 4 deg( f, A, 


户 ) 是 整数 . 
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现 设 p€ f(N,) . 由 Sard 定理 ( 引 理 1.4), mesf (N;) = 0, 
必 存 在 pL € RN FOND | i b] m Grm inf 1G pl. 
4 g(x)9f(r)*p- py, Ng: >R 是 C2 映 象 ,并 且 
max] fle) - gGOb = D p<. 于 是 ,根据 引 理 1.7 知 

deg( f, 0,p)=deg(g, 2, p). (1-28) 

由 于 

le- pb - LEGO 7 d 24 G7 9l - 157 n] 5S8, 

YEN, 


if lel) -pl ALONE 


Ean 
今 作 满足 定义 1.1 中 条 件 ( i ) 与 (i) 的 函数 @, 使 当 r>, 
恒 有 8(r) = 0. 于 是 ,根据 定义 1.1, 并 注意 到 (x) =J (2), 
VE0, 知 
deele, 0, p)= | Clg GO) -ADJ GOds 


5 R e(] £G) - pil) yx)dr = degC f, Q, pı). 
从 而 由 (1.28) 式 得 
deg{ f, Q, p) ^ deg( f, Q, pı). 
由 前 一 段 结果 知 deg( f, Q, p, ) J& SEG SX deg( f, 0,p) 也 是 整 
数 .证 完 . 
注 4 y PEAN, AA 

deg( f, Q, p)=0. (1:29) 

事实 上 ,这 时 r= inff) - pl 20. SUE X 1.1 中 函数 到 ,使 
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m, EA D(r)-0. TÆ, BCI-5) REI 8 (1-29) & . (1:29) X 
可 视 为 包含 在 (1.25) 式 之 中 , 即 当 zi 不 存在 时 把 (1.25) 式 右 庙 
理解 为 零 . 

注 5 由 定理 1.2 52] 1.7 可知, 定义 1.1 可 换 为 下 面 
等 价 的 定义 : 设 2 是 R" 中 某 有 界 开 集 , Sf: SR 是 C? Ep 
€R'N FOA), FË r= inf |f(x)- pl>0. 

CLE PESCINA N 7 [xlz€ 0,J,(0) 20] ), H} E 
(1"1) 在 Q 内 至 多 有 有 限 个 解 , 设 为 x1，…, an. 这 时 定义 拓扑 
度 


m 


deg( f, 2, p)= 2) senJ, Ca) (1:30) 


i=l 


(SOIE Q 内 无 解 时 定义 degCf, Q0, p) 20); 
(ll) p€ F(N,). H Sard E, AE pi € f(N,), 使 

lei Pl €I. FERC | )，deg( i0 pO IRL ER EX 
deg( f, 2, p) ^ deg( f, R, pi). (1:31) 
由 引 理 1.7 与 定理 1.2 易 证 , deg( f, 0, p) T pi 的 选取 而 
变 , 即 若 取 PENA), Doo bl « T E E OI 30) & E XB dE 
扑 度 , 有 degl f, R, p1) 7 deg( f, 0Q,p2); 因 此 , 按 (1:31) 式 定义 

拓扑 度 degCf, 2, p) X 63€ 6 05 0, (14) (16) (34) 等 ). 

- 例 1.1 设 上 是 常 算 子 , 即 f(z) 三 xz0€ R", Y rE R’. M 
显然 /是 C? 映 象 , 并 且 Jr(z)s0, YzER". 于 是 ,对 于 R” 中 
任何 有 界 开 集 0, 以 及 R" 中 任何 不 等 于 zo 的 p, 由 (1.5) 式 都 


有 
deg( f, R, p) «0. 
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例 1.2 考察 R 中 算 子 f(r y)= (8 71,505 glr, y) 
=(= r°, y). 9 T. 51x, y)d| zx? +y €« rl, r0. K deg( f, 
T,, (0,0)) 5 deg( g, T,, (0,0)). 

BR, AST, >R, g: T,—R 都 是 C? 映 象 . 容易 算得 
Ii Cr, y)) = 2ye*, J (Cx, y)) = — 327, [8 JE 7,((00,0)) = 
J,((0,0)) 2 0, 8 (0,0) € f(N/), (0,0 € g(N,). 

对 任何 0<e<r, ERAT flr, y)= (e -1, y- e’). 8 
然 A 是 C? 映 象 ,并 且 方 程 f(x,y) = (0,0) 只 有 两 个 解 (0, e) 
与 (0, - e). 并 且 容 易 算 得 Jr (0, e))=2e>0,J;((0, ~e))= 
-2e«0. 由 此 知 (0,0)E f,CN,). 由 定理 1.2 的 公式 (1.25) 
知 , deg( f., T,, (0,00) 21-1- 0. 再 根据 引 理 1.7 知 , 当 。 7E 
分 小 时 , deg( fe, T,, (0,0)) = degC f, T,, (0,0)) . 因此 deg( f, 
T,,(0,0))=0. 

同样 ,对 任何 0<e<1, 考察 算 子 g(r, y)7(y- xi 
etr, y). JIE g(x,y)= (0,0) 只 有 三 个 解 (0,0),(e,0)， 
(76,0). 容易 算得 J。((x,y))=e? - 322, Afi J, ((0,0))= 
£20, Ja (Ce, 0)) 2J,((7 6,0) 2 - 2 «0. 于 是 由 公式 
(1:25)8 

deg( ge, T,,(0,0)) 21—-1- 17 - t. 
再 根据 引 理 1.7 A0, 24 e 充分 小 时 有 
deg( g, T,, (0,0)) 2 deg(g,, T,, (0,0))= - 1. 

HR, BERR fo ge 的 取 法 是 很 多 的 . 例如 , 可 将 f md 
HARRER f! (1, y) 7 (6 7 1, y- ey). 这 时 方程 fi xs y) 
=(0,0) 只 有 两 个 解 (0,0) 与 (0, s). 容易 算得 J…((zr,y)) = 


(2y-6e)e&. W J^ (00,00) -€€0,77 ((00,6)) 2 e 20. 于 
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是 ,由 公式 (1'25) 式 知 
deg( fè, T,,(0,0)) 5 -1+1=0， 
从 而 当 e 充分 小 时 有 
deg( f, T,, (0,0))= deg(fe ,TT.,, (0,0))=0, 
此 与 前 面 取 大 时 所 获 结果 一 致 (当然 应 该 是 一 致 的 ). 
下 面 ,将 定义 1.1 中 对 C? 映 象 定义 的 拓扑 度 推 广 到 一 般 
的 连续 映 象 , 从 而 得 到 Brouwer 度 的 概念 . 
定义 1.2 设 0 是 R" 中 某 有 界 开 集 , Sf: OR 连续 , pE 
R"\ FOA). FÆ r= inf1f(x)-pl>0. 令 
T= |g]g:0>R Æ C? WR, Emax| f(x) - g(x)] <rl 
由 引 理 1-5] TRE. RET, A 
IgG) - elo] 6G -站 -1ACz)-s(Cz)l>0， 
因此 p€ R"NVg(20), Vg € T. 于 是 根据 定义 1.1, deg( g, A, 
b)B:E X. . WE Brouwer 度 ( 即 拓扑 度 )deg( f, Q, p) 
deg(f,Q, p) =deglg, 2, p), VgC T. — (1:32) 
c6 E€(&EX(1:32) E 8398 M, EHI: g ET, 
RET Bb, TE 
deg( gi, Q, P) 7 deg( g;, 2, p). (1:33) 
EST: hlr) =(1-t)gi(r)+ tgx) Oxr«l. 
显然 , h QSR 是 C? 映 象 . HYOS) 
| fx) — 5G | 
«a-i0l|f£a-aic)Dpr ef) - eG] 
知 max| f (2) - (x) | € c, Bib p € R" N n (20), K EE X 
1.1, deg(A Q, p)(0scec 1) EX. dem 
[AGO 7 he GO] = Ie ed pei  e2 C] 
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故 
max|h Ge - A/ GO | 2 Mlt- (lH, (1:34) 
其 中 M -maxlziGO c esGO |. O34) R REGERE 1.7 
知 ,对 于 每 个 6€ [0,1], 452 XE VL LO P BUNTE E IL, 当 上 
在 此 小 开 区 间 中 时 , deg(h,, 2, p) REESE S B Ie, REARA 
盖 定 理 知 ,对 一 切 £€ [0,1], deg( A,, R, p) 4 SUR [8] 99 (E, 故 
deg( Ao, Q, p) 7 deg( h,, 2, p), 

此 即 (1.33) 式 .证 完 . 

注 7 当 0Q 是 空 集 时 , 若 /是 C? 映 象 , 则 按 定义 1.1 中 的 
(1.5) 式 , deg(f,$, 户 ) 应 理解 为 0; 从 而 , 阁 了 为 连续 映 象 , 按 定 
义 1.2, 也 应 理解 为 


deg( f, $, p) - 0. (1:35) 

以 下 ,讨论 Brouwer 度 的 性 质 . 

定理 1.3 Brouwer $ RAA FHM: 

( i) 正规 性 ;deg( 1,0, p) - 1, Vp € Q, Kr I REFAH 
F, Ixr=xz, YER"; 

Cii ) 可 加 性 : 设 Q,, 0; 是 Q 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 , 并 
H pEf(Q\(Q1U 0,)), 那 末 

deg( f, (2,p)= deg(f, Q1, p) * deg( f, Q5, p); 

(而) 同 伦 不 变性 ; 设 H: [0,1] x QR" ER, S h,(x)= 
H(t, x). € p€ h, (20), VO t1, W deg(h,, 0,) 保 持 常 
数 (对 于 Osce Ds 

Civ ) 可 解 性 (Kronecker 存在 定理 ) : 若 deg( f, Q, p) 20, Wl 
方程 f(x) p 在 0 内 必 有 解 ; 


(VIRE: Ro 是 0 的 开 子 集 , 并 且 pE Q9), W 
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deg f, Q, p) ^ deg( f, Qo, p). 
(Vi) 若 p€ f(2Q), N 
deg( f, Q, p) - deg( f — p, 0,0), 
RoBf-pXBRÉf(r)-b(Vx€0),0 KR R"'HRM)AdEgURO- 
(0,0, --:,0). 
证 (|) 由 于 J(x) 夺 1, 故 由 (1.25) 式 即 得 ( i ). 
Cii ) BF f=Q\(Q1U 0,) 是 有 界 闭 集 , 故 
2ro7 inf f(x)- pl = minl f(x) -pl >0. 
取 CRZ, g: 0 一 R"， 使 max f(z)-g(x)| < ro. 于 是 
Anf 1g G0 7 5|» ro 并 且 根 据 定义 1.2 知 
deg( f, N, p) — deg(g, 2, p), 
deg( f, Q4, p) 7 deg(g, Qi, p), 
deg( f, Q5, p) = deg( g, N2, p). 
取 定 义 1.1 中 的 p, 使 当 ”> roit, EA (7) 20, 于 是 ,根据 
(1.5) 式 ,并 注意 到 


Í (lge(z)- pl (zr)dzr=0, (1-36) 
即 得 
deglg, 0, p)= | Oel) ph)Jelz)dz 
= Ls E h Jede EAST 


> n * Ja Jede -zl )Je(z)dz 
= deg(g, Q1, p) + deg(g, N2, p), 


由 此 即 得 (ii ). 
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(i HiBUEM r= min |HG, x) - e120. 根据 引 


$8 1.5, 可取 C 映 象 G:[0,1] X OQ R", fil 
max "|H(r,x)- G(t, x)l € v. 


x 
G,x)€[0,1] x à 


4 g,(x)- G(t, x), M p € g, (20),0x: t1, 并且 根据 定义 
1.2, 有 
deg(h,, N, p) -deg(g,, Q, p), Oxttx1. — (1:37) 
由 GC, x) 在 [0,1] x Q 的 一 致 连续 性 , IHE Occ, 有 
lim max| £i C2) ~ &,(2)] -0. 
于 是 , 由 引 理 1.7 0, 对 每 个 to € [0, 1] 存 在 以 6 为 中 心 的 小 开 
区 间 , 使 当 * 在 其 中 时 deg(g,, Q, p) RE. 由 此 ,利用 有 限 覆 盖 
定理 知 , 对 一 切 Osce «c1, deg( gi, ,zp ) 都 保持 不 变 , 从 而 ,根据 
(1:37) Xl deg(h,, 0Q,p) 保 持 不 变 ( 对 0 三 1 过 1). 
(jv) 用 反 证 法 . 假定 f(x) p EN 内 无 解 ,于 是 p€ 
f(Q)(pE€ Af(90) 是 预先 假定 了 的 ). 从 而 2r = 
min| f(x) - p] 20. 由 引 理 1.5, 取 C RE gc R", 
max| f(x) 7 g(2] < ro. Aii minlg(z) - 21 > e. 由 定义 
1.2 知 
deg( f, Q, p) 7 deg( g, Q, p). (1:38) 
Rog 31.1 中 的 函数 多 ,使 当 ro ro 时 有 (7) 70. 从 而 


delg, 2, p)7 |. elele) - 0 1DJ, GOdz 70, 


由 此 以 及 (1:38) 式 得 deg( f, Q; 9) 20, 此 与 假定 了 矛盾. 
C vom n mte ii ) 知 
deg( f, Q, p) 7 deg( f, Qo, p) * deg( f, N N Ro, p). 


HF PECA \ QUON Qy 7 QVO, liri Civ ) 知 degCf, QN 
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Qo,p)=0, 由 此 即 得 
deg( f, Q, p) 7 deg( f, Ro, p). 
C Vi) 根据 定义 1.1 OSARE 1.2, 显然 可 知 (yi) 成 
立 .证 完 . 
注 8 由 于 万 (z) 二 1, 故 由 (1.25$) 式 得 
deg(I, Q, p) -0, V p€n. (1-39) 
定理 1.4 Brouwer 度 具 有 下 列 性 质 ， 
1* AREE :deg( f, Q, 5) R5 f En 上 的 值 有 关 , BI: 
E fog BEROA R" 的 连续 映 象 , p C R"N f(20)3E BM x 
EIN WER fr) = gl), WBA 
deg( f, N, p) 7 deg( g, 2, p); 
2^ 连通 区 性 质 : 当 p ER N /(20) 的 连通 区 中 变动 时 , deg 
Cf, 0, 思 ) 保 持 不 变 , 即 : 若 pi ps 属于 R"\ F(30) 的 同一 连通 
K, 那 末 


deg( f, Q, p1)= deg(f, Q, p2); (1:40) 
3 缺 方 向 性 质 : 若 存 在 yo€ R”, yo ð, 使 
LEIN, rZ0-Jf(x)vÉ p ryo, (1:41) 


那 末 必 有 deg f, 2, p) =0; 

4' 降 维 性 质 : 若 fF BR OA R 的 低 维 子 空间 R"(m € 0), 
则 对 任何 p€ R"\ fN), WA deg(f, 2, p)=0. 

证 1 $H(Gx)—(0u-i:)f(z)t:1g(x),:t€(0,1], r€ 
Q. X h(x)* H(t, x). 由 假定 , 当 x E90 时 ,有 h(x)= 
f(r)= g(x)(0x tx), 人 而 p ERh(90)= f(20)(0 ext); 
因此 ,根据 同 伦 不 变性 得 

deg( f, 0,p)=deg(ho, Q, p) - (hi, 2, p) 
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- deg(g, Q, p). 

2 RU 是 R"\ (30) 的 一 个 连通 区 . 设 pEU, 则 r= 
inf | f(z)- 2l >0. 取 0<r<r, 并 考察 R" 中 的 球 T(p,r)= 
Ix|lliz-pl«ri. 对 任何 py€EUNT(p,r), 令 H(t,x)= 
fix)-t(pi- p), VO&IXI, x €Q. FÆ OSSI, rEIN 
时 , 有 | BO x - BERI FG bl 7:57 2l» 7729, 
而 根据 定理 1.3( 诈 )( 同 伦 不 变性 ) 及 (iv ) 知 

deg( f, Q, p) - deg( f - (51- p) N, p) 
7 deg( f — 51, 0, 0) 7 deg f, N, pı) 
Hi, RT AD, BEER. P: p—degl f, ,pp) 是 U 上 的 连续 函数 . 因 U 
连通 , 故 OUE R' 中 的 连通 集 ( 参 看 [24] E 8.7), (E P R 
整数 值 , 故 亦 (CU) 由 一 个 点 组 成 , 即 当 p € U 时 degC f, A, p) 
取 同 一 整数 值 . 
3' 用 反 证 法 .车 deg( f, A, p)#0. 取 ro, 使 

co» (lal + supl fD De lyol 42) 
4 H(t,z)7 f(x) - ttoyo. BfBGECI-41)0, 24 Oct 1, rE 
IN 时 , 恒 有 玉 (i,z) 关 Pp, 从 而 根据 同 伦 不 变性 , 知 degCf, 2, 
p)=deg(f- royo 2, p). 于 是 deg(f — toyo 0,p) 关 0. 由 
Kronecker 存在 定理 知 , 存在 zoE 0, 使 flr) ^ royo — p. 由 此 
可 知 co Lo Léo D* Do] "E542 TH . 

4' nit p € R" (AE p € R”, 则 由 假定 知 2E (Ga), 从 而 
根据 可 解 性 知 deg( f, Q, 5) 20). R yo € R^ V R”, FE 加 天 
0. 王 证 (1.41) 式 成 立 . 事实 上 ,车 有 or E30,r* 20, li 
f(x')2 p* c' yy. BEBE p€ /(20), I c" 50. 于 是 yo 


=L (fr) -))€ R”, 由 此 得 出 忒 盾 . 因此 (1.41) 式 成 立 ， 


[4 
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根据 缺 方 向 性 质 ,得 deg(f, n, p) 20. 证 完 、 

定义 1.3 dE f: R"3ESR.dE rE 是 f 的 孤立 零点 ， 
Bl f(xo)=0, 且 存在 6>0, 使 当 |z 一 zol 志 3, rAr BP, THE 
f(x) 关 90. 根据 切除 性 质 易 知 , 对 于 含 于 球 了 (zro, ô) = 
jzllz=-zol<8sf 内 且 含 有 点 xo 的 任何 区 域 w, Brouwer HE 
deg( f, w, 9) 都 取 相 同 的 数值 . 此 数值 叫做 广 的 零点 xo 的 指 


数 , 记 为 ind( f, xo), BI 
ind( f, xo) =deg( f, w, 0), V xy€ eC Tro, 8). (1:43) 


定理 1.5 设 f:Q>R" 连续 .又 设 F(z) 在 20 上 没有 零 
A AEN 内 只 有 有 限 个 零点 x1,…, zx. 则 有 指数 公式 : 


. deg( f, Q2, = 3 ind( f, zi). (1°44) 
证 I r RA: 43) 式 中 的 w; 很 小 , 使 诸 o; (1 1,2, 


m ) 互 不 相交 , 自 均 含 于 0 内 .于 是 f 在 6\( UoD ERAF 
点 ,因此 ,根据 可 加 性 ( 它 对 有 限 个 区 域 的 情形 显然 也 成 立 ) 及 
di 43) X, f8 


deg f, 0,0) - > OE » ind f, z;). 


证 完 ， 
£31 6 i / ü--R RC! 映 象 , EN. 着 f(z)= 0, 
Jy x9) £0, 则 zo 是 /的 孤立 零点 ， 并 且 


ind( f, xo) = ind(f (xo), 8) = sgn (zo) 
=sgn J] 2 C7 DA (1*45) 


其 中 X14,…, An 表 线 性 算 子 广 (xn)， R"— R" 的 全 部 固有 值 ( 按 
代数 重 数 计算 ), p 表 这 些 固有 值 中 满足 X;<0 的 个 数 . 
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证 HEARKE EE 4.2) 50 ro 是 f 的 孤立 零 
点 . BI detf/(x9) 9 J4(x9)250 0l 了 (xo) 有 有 界 逆 , 从 而 存在 a 
>0, 使 | Cr ^| 2alnl, YhER". 取 rc>0 很 小 ,使 
f(xzot+h)¥0, | fGxo* h) 7 fro) -fF Go) h | < a| A], 
vo«cla]xr. 
4 w= Ih||hl «rl, w= ixiiz-x«r!. Bi33A€2o,,0 
委 ! 委 1 时 ,有 
[fF Crodh tL f xo t h) — fF Geo) 1] 
z|fF£Gon|4- rb fo * 8) 7 F Go | 
»a|A] - aln] = 0， 
根据 同 伦 不 变性 知 , deg (f (x9), wo, 0) = deg( f, w, 0), Bp 
ind( f (x9), 0) =ind( f, xo). 由 于 f (ro) E C 映 象 , 根据 公式 
(1:2S) 知 
ind( f (x9), 0) = sgn detf (xo) = sgnJr(zo). 
由 高 等 数学 知 
det( f (xo) - AI) 2 (41-7 2)(427 A): (4, 7 A), 
4 120, f8 detf/ (9) = Ir A 另外 ,去掉 正 的 à, 和 复数 


(复数 a, BUE BU ERE ELEC A, 必定 同时 是 了 (xo) 的 固有 值 ), 显 


然 不 影响 TT a, 的 符号 ,因此 sen J] 3 = ( - D^. 证 完 . 
X 车 -PE 0, 则 deg( - 1,0, p) - CC DS ARI A 
ind( - 1,0) 2 (-1)". 
我 们 还 可 以 证 明 下 面 两 个 定理 (证 明 略 去 , 可 参看 [9] , (4). 
定理 1.7(Borsuk) i$ T,-ixlx€R',lzi«r!i. X f: 


T, >R" 连续 ,并 且 在 9T, 上 是 奇 的 ,不 为 零 的 : 
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fl- x)=- flr), f(x)*0, Vr€9T, (1:46) 
那 末 degl f, T,, 9) 必 是 奇数 . 

H9 LÆT, 换 为 关于 0 HARBS(E r€ O4 -r€ 
Q).& 0 FLETES Q 时 ,定理 1.7 仍然 成 立 ( 证 明 参 看 [13]、 
(11)). 

定理 1.8 设 T= {rjz€ER",|zl<ri. 若 f:T,>R” 
连续 , 并 且 在 9T, 上 是 偶 的 , 不 为 零 的 : 

f(-x)9 f(x), fCx)50, Vx€8T,, — (1:47) 
那 末 deg( f, T,, 0) VÆRGE ER R 的 维 数 ”是 奇数 , 则 有 
deg( f, T,, 0) - 0. 

利用 这 两 个 定理 , 可 证 下 面 两 个 定理 . 

定理 1.9 WE T,= Ix|x€R'Ixl«rl. € fF: T, R" 
连续 ,在 3T E f(x)560,3£ BH. (一 z+) 与 f(z) 方 向 不 相同 : 

fC-x)*Af(x), Vx€9T,, 4>0, (1:48) 
那 末 deg( f, T,, 9) 必 为 奇数 . 

证 H(t,x)7 f(x) - tfC - x). 由 (1.48) 式 及 f(x) 
z0(V zx€2T,)N, H(t,x)50, Vx €80 T, Oscis. 从 而 根 
据 同 伦 不 变性 知 

deg( f, T,, 0) 2 deg( H(0, -), T,, 0) - deg H(1,*), T,, 0). 
但 互 (1 -x)= - H(1, x), fX H1 Borsuk 定理 (定理 1.7) 知 deg 
(HO, 7), T,,0) 是 奇数 . 证 完 . 

注 10 由 定理 1.7 后 的 注 9 知 : 当 把 T, 换 为 关于 0 对 称 
的 、 含 9 的 有 界 开 集 0 时 , 定理 1.9 仍然 成 立 . 

定理 1.10 i T,— ixlx€R',|xl&rl. E f:T, >R" 
连续 ,在 9T, E f(x)750, 3E B. Sf 3058 f(xz) 方 向 不 相反 : 
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Fl- x)* - AfC x), Vxr€2T,, A0, (1-49) 
IR degl f, T., 90) 必 为 偶数 ; 若 更 设 n 是 奇数 , 则 必 有 degl f, 
T,,0)-0. 
证 证 明 与 定理 1.9 类 似 , RAS Ht, x) f(x) tf 
(~r), FEES H1, -x)= H(1, x), 引用 定理 1.8 BIT]. 
证 完 ， 


注 11 显然 ,条 件 (1.48) 式 与 条 件 (1.49) 式 可 分 别 写 为 


A25 "TED Vzr€2T, (1:50) 
(=r) (0 flx) 
KERIM Doe YET 


利用 Brouwer 度 , 可 以 得 出 一 些 有 用 的 不 动 点 定理 和 方程 
解 的 存在 性 原理 . 
定理 1.11( 锐 角 原理 ) RAER 中 有 界 开 集 ,9EO. 设 
S:S R" 连续 ,并 且 当 x€90Q 时 , 恒 有 (f(x),z) 之 0. 则 方程 
f(x)=9 在 人 0 中 必 有 解 ( 即 /在 9 中 必 有 和 零点 ). 
证 可 设 f(z) 关 9, V rE90( 否 则 ,定理 已 获 证 ). 
4 h(x)-(10-7 Dx t tf(z), YrEN, 0t. 于 是 ,由 
I^ GO 9 GG AGO 70b x? 
TARCLe4 fix m) Tr COLD, 
根据 假定 , 知 当 rEIN, 0<: <1}, 8 1 (x)| »0, Ami ec 
h,(30),0x 2 «1, FË, IR 28 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 与 正规 
性 ,得 
deg( f, Q, 0) 7 deg( ^1, R, 0) * deg(ho, R, 0) 


7 deg( I, 0,0) «1. 
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由 此 可 知 ,存在 x9 € N, 18 f(xo) 70. 证 完 . 

注 12 Fl), z) f) 
0(YVxE90) 表 示 向 量 与 
f(z) 的 夹 角 a 7E 8,8 (Oca 
90")( 图 2 一 1.3), 故 称 锐角 原 
理 . 

定理 1.12 R ÆR 
中 有 界 开 集 , 6E 0. g FA 
R 连续 并 且 当 z+ E90 时 , 恒 PT 
有 


(F(x)zxEIxP. | (1*51) 
HEX FEQ 内 必 具 有 不 动 点 , 即 存在 x9 € Q0, f F(xo) = xo. 
证 令 f=I-F, 则 当 xz E90 时, (f(z),x)=(x,x)-— 
(F(x), xz) 之 0, 于 是 ,根据 锐角 原理 知 , 存在 x, € 00, 使 得 f(x0) 
=0, 即 (xo)= ro. 证 完 . 
X 在 定理 1.12 P, 将 条 件 (1.51) 换 为 
IFGOl«II. vean, (1:52) 
则 定理 1.12 的 结论 仍 成 立 . 
事实 上 , 从 (1.52) 式 可 推出 (1'51) 式 ， 
(FE(z)z) 委 1F(z) 人 1zl 和 lz 用 ，VzEea0. 
定理 1.13(Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 DD ÆR" FRAR G 
HE, F: D D 连续 , 则 下 在 D 上 必 有 不 动 点 . 
证 取 球 0=T(9,R)= |zjz€ER”,|z|<RI, 使 02 
D. 由 延 拓 定 理 ( 见 第 一 章 定理 2.7), 可 将 下 延 拓 为 F:0 一 D 
连续 . 显然 , 当 recan 时 , 恒 有 
IFGOI«R- Hz. 
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故 (1.52) 式 满足 . 于 是 ,根据 定理 1.12 的 系 知 ,存在 1, € OQ, fl 
F(xro)= x. 由 于 F BR OA D, & Al F(x)) € D, Af ED, 
Fro) = 天 (xzo)= zo. 证 完 . 

定理 1.14(Coercive R) E F:R"— R" 连续 , 并且 
E +o, (1:53) 


则 映 象 下 是 满 射 的 , 即 F(R")-R". 
证 任 给 y€ R", 取 p 充分 大 ,使 在 球面 |z|=o 上 有 


GG) » dlr [EE - 151 ]»o. 


TÆ, 根据 锐角 原理 , 知 方程 F(x)= y ERIS 中 有 解 . . 
注 13 满足 (1.53) 式 的 映 象 下 称 为 Coercive 映 象 (强制 映 
R). Æ F:R'R'GI n=1) 的 情形 下 ,条 件 (1.53) 为 : 
Jim F(x)= +%, .H lim F(x) -%, 
定理 1.15( 强 单调 映 象 ) 设 ER" 一 R" 连续 , 并且 满足 
(F(x)y-F(y)x-y)2a(dbz-»D-dz-»l 
YVx;y€ R^, ET (1:54) 
其 中 a(0)=0; a(t)>0, Y:>0; lim a(t)= T oo. 
那 末 下 是 满 射 的 , 并 且 是 一 一 对 应 的 ( 即 对 任何 yE R", 方 
程 F(z)=y 在 R" 中 具有 惟一 解 ) : l 
WE 由 于 
(Flr), x) e (F(x) - FC), x) *CF(0), x) 
Z[aGxbD-1FGHIL IH, 
故 条 件 (1.53) 式 满足 . 因此 , 由 定理 1.14 知 F 是 满 射 的 . 另 
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从 而 F(x) 关 F(y). 证 完 . 
R ”在 定理 1.15 的 条 件 下 , EER alt) Æ0<t< 
+ co 上 是 连续 的 , IR FÆR 5 R" 之 间 的 同 胚 映 象 . 
证 “只 需 证 明 , 若 下 (zx,) 一 丰 (zo), 则 必 有 zx 一 zo. 事实 
上 , 若 心 妈 xzo, 则 存在 子 列 | zw 十 使 | zw no] 0 nx 
+ co .由 (1.$4) 式 知 
| FG) = FCzo)| 


ES 


EG, ) - Fro), t, 7 29) 
Zal 
从 而 |En) -Flo | >a 
由 此 , 令 k> o0 BUR IRR 02a (29) (35 to= + oR}, a( to) ERE 
解 为 im a (1)), 此 与 假定 矛盾 . WEZ. 
注 14 满足 (1.54) 式 的 映 象 下 称 为 强 单调 映 象 . 特别 , 若 
4 a(t)=ct,c>0, 则 (1.54) 式 为 
(F(z)- F(y), x - Ze] x - yh. (1:55) 
这 时 ,根据 定理 1.15 的 系 知 : 若 下: R" R"GESE HERE (1:55) 
A, IK FÆR 5R" ZAKARRA. 
在 第 四 章 中 将 讨论 一 般 的 单调 映 象 ( 算 子 ) 
下 面 讨论 Brouwer 度 的 乘积 定理 . WO 是 R" 的 有 界 开 
f, f:0— R" 连续 . 用 Di(i=12,…) 表 开 集 R" V f(30 ) 的 全 
部 连通 区 (注意 , 这 些 连通 区 最 多 可 数 个 , 因为 对 每 个 D;, 可 取 
有 理 点 r ED, 而 有 理 点 一 一 即 坐 标 为 有 理 数 的 点 一 一 是 可 数 
ÁJ). 由 Brouwer 度 的 连通 区 性 质 知 , 当 p TE D; 中 变动 时 ， 
deg( f, Q, p) ÆR 3t, FH deg(f, ,DD;) 表 此 常数 . 
引 理 1.8 iE fi R" 连续 , fr: RR" 是 C? 映射 (k= 
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EE s nu]. 


zw ~ xo]. 


1,2, :-),3F H354 & tokt, f(x) YE Q E— Sul SX T. f(x). 
设 FR” >R EZ, FREE f(30) 的 菜 邻 域内 F(x)=0. 又 设 
存在 8>0, f&25| x | 2g FH FC) 0. 
那 末 , 必 有 正 整 数 ko TE, E4 k>ko 时 , FC f(z)) 在 30 
的 某 邻 域 ( 依 赖 于 &A) 内 为 零 , 并 且 
f, EDJ, = X det. A, D2 | F(z)ds 
| (1-56) 
当 D, 有 无 穷 多 个 时 , 必 存 在 正 整 数 io, 使 当 i is 时 , F(z) 在 
z€ D, HEX, 因此 (1.56) 式 右 端 实际 为 有 限 项 的 和 . 
证 $ Cr=suppF(F 的 支 集 ), 即 C; - M, M |z|]z € 
R", F(<)#0|. 由 假定 知 Cr 为 有 界 闭 集 且 
Cr 门 F(a0)= 9. (1.57) 
于 是 CrCR"\ f(3Q)= UD, Rit, € D; 有 无 穷 多 个 ,根据 有 


限 覆 盖 定 理 知 , 存在 i0, 使 CrC U Dj. 于 是 显然 当 =E DG 
io) 时 , 恒 有 下 (z)=0. 故 (1.56) 式 右 端 实际 为 有 限 项 的 和 . 由 
(1.57) 式 并 注意 到 Cz, ODRE R 中 有 界 闭 集 , 可 知 存在 
eo>0, 使 
[f(x)-z|>eo, Vx€30, z€ Cr. (1:58) 

HELA TEHE k", fE 

lAG)-z|»e& Vr€30. zECr, k>k*. (1-59) 
由 (1-59) 式 即 知 , 34 eZ" b, FC f(x)) 在 90 的 某 邻 域 (依赖 
于 A) 内 便 为 零 . 

现任 取 满 足 定义 1.1 PREC ), ( ii ) 的 非 负 连 续 函 数 
D. .[0, + oo)-»[0, + oo), 并 使 那里 的 r* < eo. 于 是 ,根据 定 
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义 1.1, 并 注意 到 (1:59) 式 ,得 
deg( fi, Q,xz)= l. $,- (I AGO - z [Jr (z)dz， 
Vz€Cy, R2h'. (1*60) 
由 于 有 h(x) 在 Q 上 一 致 收敛 于 f(x), 故 根据 定义 1.2 (1:58) 
式 知 :存在 kozk”, E4 kko 时 ,有 
deg( f, 0,z)=deg(fi, Q, z), Vz€Crp, 
从 而 ,注意 到 (1.60), 得 
deg( f, 2, z) 7 f p (AAC) = z | )Jr Gx)dz, 
Vz€Cr, k 之 ko. | (1:61) 
显然， 上 面 的 k* 及 ko 均 与 d, 的 选取 无 关 ( 只 要 TK €9); 也 
与 =E Cr 无关. 用 9(z) 表 集 已 的 特征 函数 , 即 当 Eñ, S 
1z)=1, 当 zER"\O 时 , 令 7z)=0. 于 是 ,由 (1.61) 式 ,有 
deg f, 0,z)F(z)= | FG. I GO 7 2D GJ; GOds, 
|OVzE€R', k>ko. (4:62) 
把 它 理 解 为 零 , 这 时 , 等 式 (1.62) 也 成 立 ). 在 (1.62) 式 两 端 对 
z 在 R" 积 分 得 
| deg( f, Q, z) F(z)dz 
2 [Fe C GD40G01 Gd Vy kk (1-63) 
其 中 | | 
F.*(y)= INCHES (y€ R"). (1:64) 
注意 到 D, (r)dEfi (0r « + ee ), 有 (对 y € R") 
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iG) FG2] - | fr. 0e LE DC GO 7 FO 
<f, ec CI» sDIFGO - FG0H de 


EC max [EGO - F) D | Be I7 De 
-— p TPC- FOSE"), (1:65) 


1 


其 中 (rt*)= sup( max _|F(z)-F(y)|). 由 于 当 | -|> 


y€R' dz-yl&r 


时 FE(z)=0, 并 根据 F(z) 在 |z| 委 8+1 上 的 一 致 连续 性 , BI 
知 ; 当 r*->0+ 时 ,6(r*) 一 0. 于 是 ,由 (1'65) 式 知 : 当 r 一 +0 
时 , Fe (ODE R* 上 一 致 收敛 于 F(y). 由 此 即 知 


im [.. Fe (filx)) n(x) (x)dz 


ro cQ 


z lim f F. Gf. Cx2)J y Cx) dox 


zi | 下 (请 (z))dz， 
于 是 ,在 (1.63) 式 中 令 r ”一 +0 取 极限 ,得 
[descr 0, o F(z)de 
= | F(A(z))Jr(z)dr | V EZ ho. (1-66) 
又 显然 
fo deg( f, Q, z)F(x)dz 


= Xj, delf, 0. 2)F(e)dz 


- F degl f, 0, DÀ | F(z)dz. (1:67) 
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TÆ, PH (1:66) 5 (1: 67) X BD 48 (1:56) R. 证 完 . 

系 1 d f-R 连续 , R'R' 是 C? RA 12, 
=), 3E BS k> ooBE AEA E KAF f(x). LR pE 
R”, 使 | f(x) pl 2o, YrEarn, 其 中 €0 是 某 正 数 . 再 设 F.: 
R'=>R' ER, 4| z- p| >e 时 , F(z)=0, 并 且 

Í ,F(z)dz-1. 
R 

IR, 必 存 在 ko, 使 当 k>ko 时 , FCRC DEINO 的 某 邻 域 

(依赖 于 &) 内 为 零 , 并且 
degl f, A, p)= | FG GODIS Cadr. — (68) 

证 FF 显然 满足 引 理 1.8 中 的 条 件 . 故 (1.56) 式 成 立 . 用 
So 表 闭 球 |z|z ER", |z- p| eol. 于 是 ,由 假定 知 , 在 诸 D, 
"EH XX D, 使 SoCD; ;从 而 , 在 其 他 的 D,(i 关 io) 上 , EA 
F(z)=0. 由 此 可 知 

Z delfa, D) |, Fs)de = des, 0 D) |, Fod 


7de(f. A, p) |. FCOde » deg. 0, p) | ,F(z)ds 


= deg( f, 2, p). 
证 完 . 

R2 设 1:R" 一 R" 是 C2 映 象 ,pER", 使 | f(x)-p|> 
co Vr €80, RF e, 是 某 正 数 . 又 设 Fi R"— R! 连续 , 当 


lz- ol ze t F(z)=0, 并 且 | ,F(z)=1. 那 末 , 必 有 
上 BOO). i9) 
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证 在 系 1 中 取 AT /(k=1,2,…) 即 获得 证 . 

定理 1.16( 拓 扑 度 乘积 定理 ) GE fino R 连续 ,用 D,(i 
=1,2,…) 表 开 集 R"N f(90) 的 全 部 连通 区 . 设 g: f(Q) R" 
连续 .ppER"Agr(a2). 那 末 , 下 面 的 公式 成 立 ， 

deg( gf, R, p) = Tox deg( f, Q, D;) deg( g, D;, p), (1-70) 
并 且 , 25 D; 有 无 穷 多 个 时 , 必 存 在 正 整 数 io, 使 当 i>, BT, EA 
deg(g,Di,p)=0CVDCAO)) ,因此 (1.70) 式 右 端 实际 为 有 
限 项 的 和 . 

证 先 证 (1.70) 式 右 端 实际 是 有 限 项 的 和 . 事实 上 , AA 
WR g (OT 1y|y€ f(0),g(y)= pl 是 R 中 有 界 闭 集 , 并 且 

g (5»fnfraa)-9o. (1:71) 

从 而 g '(p)C UD;. 因此 , d? D, 有 无 穷 多 个 , 根据 有 限 履 盖 


定理 知 ,存在 is. g^ C)C. Ù Di, 从 而 
g (PND=0O (i>io). (1-72) 
由 (1*71) 式 与 (1'72) 式 知 ; 当 yE€ DG» iE VA g(y) p, 

于 是 ， 

deg(g, Di, p)=0 (i>io, D,Cf(Q0)), (1:73) 

因此 , (1.70) 式 右 端 实际 为 有 限 项 的 和 . 
由 引 理 1.5 All, 存在 C? RR fa: R"—R" M g: R”>R"(k 

=1,2, =), fi (834 booth (EH 2 一 1.4)， 
f)-f(:x) GET xe€niji-—simm) (1:74) 
gx)-g(x) (关于 yE€ (0) 是 一 致 的 ). — (1:75) 


4? 


u(x)7 g,Cf(x)), Vx€Q0, k-1,2,, 
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图 2-14 就 图 示 情 况 , 满足 DiCF(2) 的 D; d& D, 与 D; 


us (XT)= gf (x7)), VrER", k,s=1,2,.. 
于 是 ,由 (1.74) 式 与 (1.75) 式 知 , 4 bm oo B, 
un(z)>g(/(z)) (关于 xzE5 是 一 致 的 )，(1*76) 
并 且 , 4 ;一 时 ， 
uy(x)-7u,(x) (关于 zxE0 是 一 致 的 ), — (1:77) 
由 假定 知 , 存 so>0 在 ,使 


lg(y)- pl>e0, Vy€f(20); (1:78) 
从 而 根据 (1'75) 式 知 , 存在 正 整 数 ko, 使 
ley) -pl>eo, yE), kko. (1:79) 
(1:78) 5 (1:79) R X Bf A) IS A 
lg CF G0 - ples Vx€20 (1:80) 
5 
Julr)-p|>eo Vz€930, k>ko. (1:81) 


EZRA FL RT RIS fE% |z- pl >e It, EUR F(z) = 0， 
XB NICO =1( 关 于 这 种 映 象 的 作法 , 可 参看 引 理 1.5 的 
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证 明 过 程 ). 由 (1.74) 式 可 取 0, E [GO | C x € 0. k 
=1,2,…), 从 而 有 | AP(z)1 委 8(YxzEG). 作 连 续 映 象 G: R” 
r! fes yie Et, GC») -1,241]y] 28 18, GCy) 70, 
由 (1.81) 式 及 (1*77) 式 ,应 用 引 理 1.8 的 系 1, 并 注意 到 J。 (x) 
= Ju (f(x))Jj(x), 得 知 :对 每 个 之 ko, 存 在 solk), EH s> 
so(&) 时 , 恒 有 

deg( ur, N, p) = | FCuyCGx))J,, Cr)dx 


= | RGD di, 048» 
其 中 FO) = FG G0), OGO). 由 (1.79) 式 知 , FL Cy) (e 
Sko E /(3Q) 的 某 邻 域内 恒 为 零 ,并 且 当 14y| 宇 8+1 时 
Fi(y)=0; 因 此 ,根据 引 理 1.8 知 , 存在 et) LEE 
>s G)G ARR EA | 
| FG GDdz- 3a A, D) |, Fly)dy. 0:85 
36 D; REFA) AR, BA D, f(0) = 乡 , 从 而 delf, a 
D) =0G X4 DCAM, A DC f (0), ATA » € D, 时 有 
I»l8, GC) =1. 于 是 ,有 
37 deg f. 0, D) | Feldy 
= D, EA, DO fy FRODI Ody- (184) 


DCACO) 


由 于 g,: R"—R" 是 C? WA, 3E SR S2D,C f(20), BUS 用 引 
理 1.8 系 2( 注 意 到 (1.79) 式 ), A 


Í. FG 04s, Gdy dali Dis p), VES a 


由 (1:84) 式 知 - l 
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5 degl f, 0, D) |, F, Gd» 


= M deg(f,0,D;)deg(g,, Di p), V kko. (1:85) 


D,C f( 
由 (1.82) 式 (1:83) E (1:85) C, f 
deg( ux, N, p) = 24 deg( f, 2, D;)deg( gi, Di, p), 
| VEZ, (1*86) 
由 (1'78) 式 , 注意 到 3D;Cf(90), 根 据 定义 1.2 知 :存在 e 
ko, E4 k>k, 时 , 恒 有 
deg(g, Dj, p) = deg(g4, Dj, p), V D;Cf(Q2). (1:87) 
X Bi (1:76) X, n b; 4, 1824 B; ET, TER. 
max|gGfGc)) 7 w(z) & eo. 
^ hx)-tg(f(x)) * (15 uiCx), 0st, ze, 
k IE). 于 是 , 当 +E [0,1], 2€ 20 时 ,有 
[GO - e| 2leGG» 7 2l -Q- 0 
*JgCGf en ~ G2] 676970, 
故 由 同 伦 不 变性 知 deg( ho, N, P) = deg( ^, Q, p), BR 
deg( u,, Q, p) - deg( gf, Q, p), Vk 之 ks. (1:88) 
B (1:86) (1: 87) 5 (1:88) 348 (1-70) X, . 证 完 . 
X1 在 定理 1.16 的 条 件 下 , 若 f(C2) 本 身 是 一 个 连通 开 
集 , 则 i e 
. deg( gf, Q, p) 7 degC f, Q, f(2))deg(g, F(A), p). (1:89) 
R2 设 ro 是 连续 映 象 了 的 孤立 零点 ,而 9 又 是 连续 映 象 
g 的 孤立 零点 , 则 zo ERR gf 的 孤立 零点 ,并且 
ind( gf, xo) = ind( f, x9) *ind(g, 0). (1-90) 
证 由 假定 ,存在 以 0 为 中 心 的 某 开 球 w, 使 g Eo PRA 
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9 为 零点 . 又 由 假定 及 上 的 连续 性 可 知 , 存在 以 ro 为 中 心 的 某 
FER 9, 使 EARRA ro 为 零点 ,并 且 f(0) C e. TE, 显 
然 gf TE Q PRA zo 为 零点 ,并 且 


ind( f, xo) = deg( f, 0,0), (1:91) 
ind( gf, ro) = deg(gf, Q, 0), (1:92) 
ind(g, 0) = deg(g, w, 0). (1:93) 


用 D;(i=1,2,…) 表 R"N f(30) 的 全 部 连通 区 , 并 不 妨 设 含 9 
的 连通 区 为 Di. 由 (1.70) 式 知 
deg( gf, 0,0)= 2 deg( f, Q, D;)*deg(g, Dj, 0). (1:94) 
分 两 种 情况 : 若 DC f(0), Wl 
deg( f, Q, Di) * deg f, Q, 0). (1-95) 
当 DC f(Q) B. i#1 Bh, VA g(y)70, V y€ Di, i 
deg(g,D,,0) -0, Viz,D,Cf(Q). (1:96) 
FÆ, H1 (1:94), (1:95), (1:96) E XX, 得 
deg(gf, Q, 0) 7 deg( f, Q, 0)*deg(g, Dı, 0). (1-97) 
由 于 9€ D1Cw, 故 
deg(g, Dı, 0)= deg( g, w, 0). (1:98) 
FÆ, 8 (1:91),(1*92), (1:93), (1:97) & (1:98) ER, 即 得 
(1:9005X . 
zi DEAA), WEE po€ D, AfA). 由 连通 区 性 质 , 知 
deg( f, N, 0) =deg( f, R, po). 但 显然 po € f(Q), B deg( f, N, 
pa) = 0, AT deg f, 0, 0) 20. 另 一 方面 , 对 任何 满足 D;C 
FOH Di, VA D:N D = ,从 而 6€ Dj. TE, XH 0€ 
g(D;), 故 deg( g, Di,0)=0, 由 此 ,根据 (1.94) 式 , 知 deg( gf, 


0.0) -0. 于 是 ,这 时 (1:90) 式 也 成 立 (两 端 均等 于 零 ) . 证 完 . 
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定理 1.17( 简 化 定理 ) oda" 中 有 界 开 集 , F:0->R” 
(n € n) ERC P, R” 为 R" 的 子 空间 ). 令 f(x)=x- 
F(x), YLEN. 显然 f:Q-— R" 连续 . 设 pER”\ f(20), Fl 
g 表 f ER” NA 上 的 限制 . 于 是 ,我 们 有 化 R" 中 Brouwer RE 
为 R" 中 Brouwer 度 的 公式 
deg, (f, Q, p) 2 deg, (g, R” NA, p). (1:99) 
证 x R* 门 Q = OB, 则 (1.99) 式 右 端 为 零 . 这 时 , 若 有 xo 
EQ, 使 f(xzo)=p, 则 xo=pt+F(ro)E€E R”, 此 与 R” 站 0=$ 
矛盾 ,因此 p€f(0), 故 (1.99) 式 左 端 也 为 零 . 
RR” NAEØ, KR F(z)= (Fi(zx),…, FG), 


个 


n-qm 


et. " m 
0,-5,0). SEE FECR, AT f 也 是 C? 上 映 象 ,并 设 pE 
F(N), Np= Ix|z€0,J,(x) 701. 于 是 ,根据 定理 1.2 知 
deg, Cf, N, p) — 35 se]; (1-100) 
其 中 x,(i=1,2,…, s) RFE f(x) p 在 Q 内 的 全 部 解 . 由 
T x-2ptF(x)€R",B x€R"[10(71,2,:-,5). 另外 ， 
gAur:eR"OOBMHJ(G)-J,(Q). 8H p€g(ND, KF 
N,-Ir|z€R"f10,J,(x)701. 于 是 ,再 根据 定理 1.2 知 


deg, Cg, R"[10, PES > sgnJ, rj). (1:101) 

由 (1100) 式 与 (1.101) 式 ,注意 到 Jr) = Jel) G12, 
s) 即 得 (1.99) 式 ， 

其 次 设 下 是 一 般 的 连续 映 象 . S r= inf | f(x) - el. e 

= inf [g(x)-pl. 显然 o 宇 rc>0. 根据 引 理 1.5 An, 存在 


xeacR" noa 
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C! 映 象 T Eis) a Eg GO es Fas 70,50) 

使 max| F(x) < S 万 (z)=z-Fi(zrz) YrE 
Q, A go K fo E R” NA EARE. 于 是 由 定义 1.2 知 

deg, ( f, Q, p) = deg, (fos R, p), (1:102) 

deg, (g, R” AN, p) = deg, go, R"(10, p). (1:103) 


由 Sard 定理 ( 引 理 1.4), 存 在 p € R", | p - pol < 二 ,使 20€ 
go( Ne ), 这 里 Ne = dele € R"1Q,J, (5) 901. 显然 po 
fo( Nj )( 因 为 若 po € fo( Nj ), 则 存在 zo€ N, fE fo(zx0)= po 
且 Jr (xo) 70. [H9 7 po + Fo(x9) € R”, B x, € R” NA, 
Je C20) = Jy C20) =0, ESTO 


: - Rd ， £ t 
ind | fo C2) Pb]. ind lel) p> 


根据 引 理 1.7 知 
deg, (fos (2, p) * deg, (fo — 5, 0, 0) 
= deg, (fo — pos 2, 0) = deg, (fo, R, po). (1:104) 
deg, (go, R” N A, p) = deg, (go - p, R” NA, 0) 
=degn (go - po, R” NA, 0) 
= deg, (go, R” NA, Po). (1-105) 
但 根据 前 面 已 证 的 结果 知 - 
deg, (fo, {2, po) = deg, (go, R”N A, po). (1:106) 
于 是 ,由 (1.102) 一 (1'106) 诸 式 即 得 (1.99) 式 .证 完 . 
利用 拓扑 度 的 乘积 定理 和 简化 定理 , 不 难 作 出 Brouwer JE 


等 于 任何 预先 给 定 的 整数 的 连续 映 象 来 . 
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例 1.3 设 Q 是 R"(n 之 2) 中 的 单位 球 : 2 = ixix€R"', 
| x] «11. 任 给 整数 mx, 证明: 必 可 作出 连续 映 象 f:0->R"”, 使 
deg( f, Q,0) 9 m. 

证 首先 考虑 n =2 的 情形 . 将 R 看 作 复 平面 . 先 设 mm 
Z0. 考察 C^ BRÉR f(z)-—2". Xi m=0, 显 然 deg(f, 0,0)=0 
(注意 ,z= z+ iy 是 复 变 量 ,Q= jz||z|<11). 若 m>0, 则 z 
= 9 是 f 的 惟一 零点 . 取 p=re”?,0<r<1. 由 于 f(30)=390， 
故 9 与 p AFRA f(30) 的 同一 连通 区 ,从 而 

ind( f, 0) 2 deg( f, n, 0)=deg(f, 9, p). — (1:107) 
4 flz)=u+ iv, N] 


ðu du 
J(a)- 77 P| 3u,9u 2u 2v 
P^ av dal dr ay 4 dat 
az Jy 


由 于 f) = 2" 是 解析 函数 ,满足 C - R 方程, 故 知 关 = 5? 
下 = -S2Hf'(x) m5 *i3E X fG)o m" 于 是 
Jí(z)— os) d ye V zz. 


24x 


而 方程 f(x)=p EARRA minorem) (k= 


0,1,- ts m —1). 于 是 ,根据 公式 (1 25) 知 
deg(f,Q, p)- 2) sgij(m)- m. (1:108) 
E (1-107) 3445 (1-108) 68 
deg( f, 0,0) 2 m. (1:109) 
其 次 设 m<0. 9 ml = -m>0. 考察 映 象 filz)= 2, 
上 面 已 证 
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ind( fi, 0) 2 deg(fi, Q, 0) 7» mı. (1:110) 
再 考察 C? 有 映 象 g(z)=z. 显然 , z=0 Æg 的 惟一 零点 . S 
g(zx)-utiv,Wlu-z,v--y. T 


9 9 1 0 
IMOL ic - |=- VzER?’ 
2v aal lo -1 
a 29 
于 是 ,根据 公式 (1'25) 知 
ind(g,0)= deg(g, 10,0)= - 1. (1:111) 


4 f=gfi Bl f(z) 2 z". M z-03&É f 的 惟一 零点 ,并 且 由 定 
38 1.16 8 £ 2 ^ 
deg( f, 2, 0) ^ ind( f, 6) 7 ind( gfi, 9) 
— ind( fi, 0)*ind(g, 0) =- m,47 m. 

应 当 指出 , 对 于 熟悉 代数 拓扑 学 中 Brouwer 度 定义 的 读者 ， 
(1.109) 式 和 (1.110) 式 是 显然 的 ,因为 当 x WIN 3E BEST 7I a 
Z&— BIBT, w= z”(m >0) 沿 30 逆 时 针 方 向 绕 m 圈 , 而 w= z 党 
aN 顺 时 针 方向 绕 一 图 . 

现 设 n >2. 将 复 平面 R^ HUS R 的 子 空间 . S PIR"— 
R 为 投影 算 子 . 对 给 定 的 整数 mn, 根据 上 面 已 证 的 结果 ,可 作 
连续 映 象 hi:R? 一 R?, 使 deg( h,, 023,0)=m(0,= | z|z € R?, 
|z|<<11). 现 作 连续 映 象 f: R">R" WF: 

f(x)=x-[Pr-hi(Pr)], YER". 
显然 , 当 z= zxz&E R 时 , f(z)=hi(z). 于 是 ,根据 简化 定理 ( 定 
38 1. 17), 得 (注意 , Q = jxzlxE€R",|zx|<1i,9€ER’\ 
了 (30), 因 为 若 存 在 xzoE9Q, 使 fro) 9 0, 则 xo = Pro — 
hi(Pro)E R?, 从 而 Pro= xo, hi(r9) = 0, .x0E90;, 此 与 9E€ 
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hN) FE). 

deg(f, Q, 0)=deg(h, RPAN, 60) » deg(hi, 05,0) 2 m. 
WESS . | 

注 15 X T n-1,0-(a, 5), fF: R! 连续 的 情形 , 读 
ETE E CEH: delf, Q, p)o5 A 1, 一 1,0 三 个 数 之 一 ， 

以 上 讨论 了 维 欧 氏 空间 中 连续 映 象 的 拓扑 度 概念 和 它 
的 性 质 . 利用 它 , 不 难 引 入 有 限 维 实 Banach 空间 中 连续 映 象 的 
拓扑 度 概念 . 

定义 1.4 WE, Té n 维 实 Banach 空间 ,0 是 E, 中 有 界 开 
集 , Sf: >E, 连续 .p € E, N SOA). E FRE XB THE 
deg f£, Q, p): IER E, 的 一 组 基 e1,…, e,. 于 是 ,任何 x € E, 


可 惟一 地 表 成 = > ac, 其 中 ai(i=1,2,…,) 是 实数 . 作 


映 象 
h:E, >R" MF: 
$ hr = y, y= 
(a1, s, ap) E R”. 
EIR h ÆE, SR" 
ERIRE. 于 
是 (0) 是 R” 中 
的 有 界 开 集 , 并 且 
ERCA) = (Q0), 
h(30)=9h(0)., 考察 映 象 = 1 内 -1( 图 2-1.5). 显然 下 ， 
hN) R" XES& HA p) € R" N F(2A(Q)) . FE, deg(F, h 
(02),h(p)) 有 意义 . 我们 定义 

deg( f, N, p)=deg(F,A(2),h(p)). — (1:112) 
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3 16 为 要 使 (1.112) 式 是 合理 的 , 必须 证 明 deg( F, h 
(A), h Cp), FEX etsen 的 选取 而 变 . dotted, EE, 
的 另 一 基 . 于 是 x= X pdp E, 5 R' Wh AERE RR EOS 
kr=z,z=(B, ,Bi)ER". 和 F 对 应 的 映 象 为 G=kfk !: 
k(Q)-—R". 需要 证 明 

deg( F, h (Q), hCp)) 7 deg(G,k(Q),k(p)). (1:113) 
由 于 £157» En 与 cd 都 是 EE， 的 基 , 故 €j — 2; adi (j = 


]. 5s n),AÀ 7 (aj), detA = la; | 天 0， 于 是 
z= >) a= 2422 2/4; 
j=l izi j=! 


故 B= 5 ajaj(j 71,2, n), P z=Ay. AW XHRkr-z- 
i=l x 
Ay = Ahz, YV rEE,, K k=Ah,k(0)=Ah(Q). 由 此 又 知 


G-kfk != Ahfh A^! = AFA '. (1:114) 
先 设 正 是 C? 映 象 . 易 知 当 z=Ay 时 有 
F(y)=h(p)SG(z)= &(p).. (1:115) 


Jo(z)= (detA)*Je(A ! z)*(detA !) 2 Jg(y).. (1:116) 


Ne-|y|»€ (Q2, Je(y)=01, 
Ne= yl yE), Jo 70], 
115) A5 (1-116) X 8 de 
h(p)€ F(Ng)&kCp) € G(NG). (1:117) 
Æ h(D)€ FONg),Jl EC 2)€ GONG) . 3X Bb, BE C1: 115) X 


5b(1:116) X, 利用 定理 1.2 882 X (1:25), Bp 4n (1: 113) AX 
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# h(p) € F(Nz), W kp) € GUNG). id 
r= inf |FG)-A(2)1l 20, 
r= inf |[G(z) -&(2)] 70. 


r-minírc,r;l. (1:118) 
注意 到 非 奇 异 线性 变换 A 将 测度 为 零 的 集 变 成 测度 为 零 的 集 ， 
由 Sard 定理 知 :存在 u, vE R”, v= Au, {Ë 


«€ FONg), Ju-h(p)l<, 


vEG(Ne), Te-&GDI& S. 
于 是 ,根据 引 理 1.7, 有 
deg(F, h(Q),h(p))-deg(F,A(Q),u), (1-119) 
deg(G, £(0), k(p)) * deg(G, £(Q), v). (1:120) 
S g-h tu, H] u-2h(g),v- Ah(g) - Cg). 于 是 ,根据 前 面 
已 证 的 结果 , 知 
deg( F, &h(Q), u)  deg( G, £(Q), v). (1:121) 
g(1:119) — (1:121) iE R W m (1-113) XX x. 
最 后 , 设 F ÄÄ- RIER. BK CRR Fh) 
R”, 使 
max FO) -FOl <ir TATS E: 
TÆ, G 5AF A 'i&(Q)— R" 也 是 C? 映 象 ,并 且 易 知 
max |G) -GANSIAN pp 


由 此 ,根据 定义 1.2, 有 
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deg(F, A(Q), h(p)) - deg( Fi, h(Q), hCp)), — (1:122) 

deg( G, &(Q), &(p)) - deg( Gi, &(Q), k(p)). (1:123) 
但 由 前 面 已 证 的 结果 知 

deg( Fi, h(Q),h(p))= deg( Gi, (2), kCp)). (1:124) 
于 是 ,由 (1.122) 一 (1.124) 诸 式 即 知 (1.113) 式 成 立 . ERE. 

注 17 易 知 前 述 R” 中 连续 映 象 拓扑 度 的 主要 性 质 和 定理 
(定理 1.3—1.10,1.12 的 系 ,1.13,1.16,1.17) 对 于 按 (1.112) 
式 定义 的 有 限 维 实 Banach 空间 中 连续 映 象 的 拓扑 度 来 说 也 是 
成 立 的 (这 时 定理 1.6 中 的 条 件 Jj(zxo) 关 0 应 改 为 线性 算 子 . 
(xo);E, 一 FE, 具有 有 界 逆 ,注意 到 E, 是 有 限 维 空间 , 这 又 等 
价 于 (xo) 是 满 射 的 , 即 f C9) E, = EE,; 这 时 (1.45) 式 应 为 


ind( f, x0)=ind(f (xo), 0) = sgn Il Aj (- 1D? 
iul 
其 中 AQ B 的 意义 不 变 ; 定 理工 12 的 系 的 证 明 可 仿 后 面 定理 2.4 
系 2 之 证 明 ). 


$2 Leray- Schauder J£ 


本 节 的 目的 是 要 把 $1 中 有 限 维 空间 中 连续 映 象 的 拓扑 度 

概念 推广 到 一 般 Banach 空间 中 的 映 象 上 去 . 首先 自然 考虑 连 
续 映 象 . 但 下 面 的 例子 (参看 [10]) 说 明 , 在 一 般 Banach 空间 
中 ,不 可 能 对 所 有 的 连续 映 象 都 定义 拓扑 度 , 使 具有 拓扑 度 的 基 
本 性 质 ( 即 定理 1.3 所 述 的 诸 性 质 ). 

例 2.1 考察 10,.1] 上 的 连续 函数 空间 C[0,1]. $ rols) 
=3, 0=|z(s)|z(s)E cto. 11, |[z-z[«i]. 显然 而 = 
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1x2] x(3)€ C[0, 1], |z -zol< 了 1,a0= {zx(s)|z(s)€ 


cto, 11, | x - xo] - E]. 任 取 [0,1] 上 的 连续 函数 FC), i 
A OSF(s)S1, VOSs<1, #EA F(0) 20, F(1) 21. 考察 映 象 
fixG)-F[xG)], 显然 AF:0 一 C[0,1] 连 续 ( 实 际 上 , f 映 局 
入 0). S 
h,(x(s))=tF(x(s))+(1-t)z(s), 
V r(s)€QO, 0S:<S1. |. (2:1) 
任 取 yo(5) € Q, EB] y,€ 5,(20), YOSSI. EEE, 若 存在 
1,€(0,1], 2,(5)€220, fi 
yo(s) * t4 FCxi (2) + (A7 1) x45), Os. (2:2) 


由 于 zı(s) €20, B [| xi- xo] -l d s, € [0, 1], 使 
zxi(s)) 20 3 1, Ai F(x1(5)) 20 xk 1. 于 是 由 (2.2) 式 知 
y(s)=0 81, #5 ylen FE. 

如 果 对 空间 C[0, 1] 中 任何 连续 映 象 ,都 可 以 引入 拓扑 度 概 
念 ,使 之 具有 拓扑 度 的 基本 性 质 , 那 末 由 (2.2) 式 ,根据 拓扑 度 的 


同 伦 不 变性 和 正规 性 , 得 | 
deg( f, Q, yo) = deg( I, Q, y9) - 1. 
从 而 根据 可 解 性 知 ,方程 | 
f(xG)) 2 F(Gz(5)) 2 yos) (2-3) 


在 0 AVAR. 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 可 以 作出 这 样 的 下 和 
yo, 使 方程 (2.3) 在 Q 内 无 解 . 例如 , 取 
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一 让 mmnr 


1 


s, 当 0m. 


F(s)-241-5, M lex 


26-051 当 言 <s<1， 


yo(s)= 二 + 立 ， 0Ss<S1. 
(如 图 2-2.1). 显然 F 满足 前 述 条 件 , yo (s) EQ. 这 时 方程 
(2.3) 在 2 内 必 无 解 . 事实 上 , 若 有 zx*(s)EQ0, 使 F(x*(s)) 


y GO, YOLs <1, IA = yo(1) = FG" (1)), 由 此 易 知 


e^ 


(o2 I». 同样 ,二 = = yo(0)= 下 (xz "(0)), 故 ,z+ (00 = 
ee i yet EF 
而 与 s* 充分 近 时 , FR (9&3. fB yo o yos )= F(x* 
(7))= 半 ,此 与 F(z*(s))= yo(s), VO&tL JB . 


E 2-2:1 


45] 2.1 说 明 , 对 于 一 般 的 实 Banach 空间 , 我 们 不 能 考虑 所 
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有 的 连续 映 象 , 而 必须 从 连续 映 象 中 分 出 一 类 性 质 较 好 的 映 象 
来 . 由 第 一 章 定理 2.6 知 , 全 连续 映 象 可 以 用 有 限 维 映 象 来 通 
近 , 这 就 启发 我 们 , 可 以 用 有 限 维 空间 中 的 拓扑 度 来 定义 全 连续 
映 象 的 拓扑 度 , 这 时 当然 要 要 求 所 定义 的 拓扑 度 与 逼近 上 映射 的 
选择 无 关 . 根据 简化 定理 (定理 1.17), 这 又 启发 我 们 应 考虑 形 
A f(r)-zr- FARR f=- F) EP FOSE 全 连 
续 ( 是 实 Banach 空间 , 0 是 EE 中 有 界 开 集 ), 1 表 恒 等 映 象 ( 即 
1r=x,，Y XEE). 这 种 f 称 为 全 连续 场 . 

引 理 2.1 设 0 是 EE 中 有 界 开 集 , f= 了 -下 :fH 一 EE 是 全 连 
续 场 , 则 

CI OF 是 固有 上映 象 , 即 任何 紧 集 DCE WERDE 
是 紧 集 ; 

Cil )f 是 闭 映 象 , 即 任何 闭 集 SCIO 的 象 F(S) 都 是 闭 集 . 

证 (i) rcf ID), W r, €OH»y-f(r)-r- 
F(x;)ED, 由 DD 紧 及 下 全 连续 知 ,存在 自然 数 的 子 列 n, tE 
In 7 Yo € D, F(x, )> zo € E, 而 Xy = yu t F(x, )7* yo * zo 
-a2,€Q. 再 根据 下 的 连续 性 知 yo= ro- F(x9) = f(xo), 故 
Xo0Ef (D). 因此 f£ (DES. 

Cli Ut z, € f(S), z, zo € E, iE z€ f(S). FE z, 
ES, 使 z,= f(z,)= xz, 一 F(z,). 由 下 全 连续 ,存在 子 列 
F(z, )> y€ ,从 而 ,注意 到 S 闭 , 知 XQ = Zn, t F(x, ) zo 
+yo = x9 € S. 再 根据 F 的 连续 性 得 zo = ro- F(x9)7 
A(zo), 故 zxoEF(S). 证 完 . 

定义 2.1 N 是 实 Banach 空间 五 中 有 界 开 集 ,F:0->~ 民 
全 连续 - f(r)sr-F(x)Vzr€Q0,BHlf-I-F.W pEE 
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Vf(20). 由 引 理 2.1 知 了 是 闭 映 象 , 故 Oona) E RAR, 
Miti c-4(p, f(20)) — int f(x) - p| 20. 根据 第 一 章 定理 
2.6 知 ,存在 五 的 有 限 维 子 空间 E'”"), p E E'") 及 有 界 连续 算 子 
Fi EC, fil 
{F(x)-F,(zx)|<r, Vx€a0. (2:4) 

考察 E'" 的 有 界 开 集 0, = E" 1 o (iE, 20,Co Q) MAT 
(rz)=x- Flr). 显然 £f,1:0,— EC, 3E E . E p C 
f,00,). S83z E, 4 rEIN, TIN 时 ,由 (2.4) 式 知 

I5 G2o- PISIA) pl - IFGO - F, GO 70. 
由 此 可 知 , E4"”) 中 的 拓扑 度 deg, (f, 0,,p) 有 意义 . 定义 全 连 
续 场 /的 Leray - Schauder 度 deg( f, Q, 5) 79 deg, (fas Qn, p), 
即 

deg( f, R, p) = degl f, , Ras p). (2:5) 

注 1 为 要 使 定义 (2.5) 式 是 合理 的 , 必须 证 明 按 (2.5) 式 
定义 的 deg(f,0, p) 5 il 已 (及 算 子 F, 的 选择 均 无 关 . 先 
证 当 EE(") 固 定时 , deg( 户 , 0, p)5 F, 的 选择 无 关 . 事实 上 , 若 
G, OEMAR E8, 也 满足 (2.4) 式 , 即 |F(z)- G(z)| < v, 
VzE0. 令 gr(z)=z-G(z). 又 令 (YOS<I 二 1LzE0O ) 

H(t,x)-7tf.(x)* (17 Dg, Co) 

—r-F(x)tt(F(x)- F,N(x) * (A7 0(FGO) - G,()). 
于 是 , 当 0S1, zxEa0 时 有 

IHG x) - eld Go 7 pl - £d FGO - FG | 

-a-23)]FG)-6S,G)| »e«- r- 0-7 20729, 
故 由 有 限 维 空间 中 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 知 

deg, (Ens Q,, p) = deg fns Q,, p). 
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再 证 degl fn, Qn, p) 5 EC? HAREA. HAR EU (D 
€EUP)R F,,Si(f,-I-F,) 
deg, (Fas Rans P) = deg, Cf, fn, P). (2:6) 
用 EC X EC 5 ECC f fu) EOE AREF H, 
XH ECE, EMCE, ^ Qo, EO(QQ. 0. 显然 可 把 F, 
WA CO AX EO, Ait f:Q, EU. 于 是 ,根据 简化 定理 (定理 
1.17) 知 


deg (f,, Q4, p) = deg, (f, Q,, 5); ^ | (2:7) 
同 理 有 

deg; ( fms Qj, p) = deg, (fn. Nm» P). (2-8) 
但 前 面 已 证 , 当 E E Z, deg, fa, Qas p) 5 F OAT fa) th 

degi( fas Qj, p) = deg; fms Qj, p). (2*9) 


于 是 , 由 (2.7) 一 (2.9) 诸 式 即 得 (2'6) 式 ， 

下 面 证 明 全 连续 场 的 Leray- Schauder 度 保持 有 限 维 空间 
中 Brouwer 度 的 基本 性 质 ， 

定理 2.1 Leray- Schauder 度 具 有 下 列 性 质 ， 

(i) 正规 性 :deg(I, 0, 5) -1, Vp € Q5 

Cii ) 可 加 性 : 设 Q,, 0; 是 N 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 , 并 
且 ZEA(OA\(C2U22)), 那 末 

deg( Q, p) = deg( f, N1, p) + deg( f, Rz, p); 

(前 ) 同 伦 不 变性 : 设 Hi [0,1] X OB E 全 连续 . S n, (x) 
—-r-H(t,z). É p€ h,(€ 0), VOCE, WI deg(h,, 2, p) 
RRK VOSI); 

Civ ) THYE (Kronecker 存在 定理 ) : 若 deg( f, N, p) 750, W 
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方程 f(x)=p 在 Q RALAR; 
( ) 切 除 性 ; 设 2 是 0 的 开 子 集 , 并 且 p € f(ON Q9), DUI 
deg( f, Q, p) — deg( f, No, p); 
(vi f p€ f(20), Wl 
deg( f, N, p) 7? deg f — p, R, 0). 
证 结论 (i) 与 (vi) 是 显然 的 (根据 deg Cf, 0, zp) 的 定义 
(2.5) 式 ). TEC ): BF QN CO,U 0,) 是 闭 集 , 故 f(Q\ Qi 
U 0,) 是 有 界 闭 集 , 从 而 


To 


7 ,aituos Ael >0. 

作 E (p€ E?)5 FO EC, fe [FG - F(z)|< 
to YED. S f, I- F, X, - E? (10, 00 - E?f10,, 
00 - En 0. 则 由 定义 2.1 知 

degl f, Q, p) = deg, (fns Ras P), 
deg( f, 24, p) = deg, ( f, , 0P, p), 
degl f, 15, p) = deg, (f, OP, p). 

注意 到 oC c0,, 0 c0,, oO (10? =A, NAR p€ f, 
(à, \ (APU QO)) . 根据 Brouwer 度 的 可 加 性 (定理 1.3 
Cil )), 知 l 
deg, (fas Q,, p) = degl fa, OP, p) + deg fs, 0P, p), 

于 是 得 
deg( f, N, p) ^ deg( f, Ni, p) * degC f, Q5, p). 

再 证 ( ii). 先 证 

“= inf |^AG)-5]2»0. (2:10) 


(t, x)€[0,1]x3Q 


FXE, Æ e" —0, WFE Oxce, «1, x, EIN, fl 


T 
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hn) cay H(t Zn) pp (n>). 

由 H 的 全 连续 性 易 知 , 存在 子 列 H(t,, x): €E, Ht, 7 
toE[0,1]. 由 此 知 r, >p + zo= 4€ 90. BEER H MERE 
zo~ HCto, x9) = p, 此 与 假定 矛盾 , 故 (2:10) 式 成 立 . 由 定理 
2.6 知 , 存在 E 的 有 限 维 子 空间 E'"(pE€E") 及 连续 、 有 界 算 
F G,:[0,1] xX0>E, 使 | H(t, 32-7 GC xz)|<r*, V Cr, 
x)€[0,1]xQ. 9 g, (x) 2x - G,(t, x), Q, = E" f1 0. F 
是 ,根据 定义 2.1 知 

deg(h,, Q, p) = deg, (g,, Q,, p), VOSII. (2:11) 
Hi (2:10) Al, 24 € 20,, 0c r1 B] 

lela) 2| 21 G2 -pl - HG. a) 7 G GL x)| 70, 
S 5€ g,(20,), VOL. 于 是 ,由 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 
知 , deg, (gr 9, 户 ) 保 持 常数 , 从 而 由 (2.11) 式 知 deg(h,, N, p) 
保持 常数 (Y0 委 : 委 1). 

下 证 (iv). 用 反 证 法 . 假定 f(x)7 p EN 内 无 解 . 于 是 
5€ f(Q)(p€ (2309) 是 预先 假定 了 的 ). 由 引 理 2.1, f(Q) € E 
中 有 界 闭 集 , 故 r， = int] f€2) - 2l 2-0. 取 五 的 有 限 维 子 空 
HEO (pE EU) REZ ERAT FO EU, fe 
|F(x)-F,Cr2)&c., YLEn. $ f,-I-F,,0,- E?f 
2, 根据 定义 2.1 知 - 

deg( f, R, p) = degl fas Qn, P). (2:12) 

但 因 当 rE, CARNA 

lAl) -PISI pl- | FGO - F, GO | 70, 
SC 5€ f,(0,). 于 是 ,根据 Brouwer 度 的 Kronecker 定理 , Ail 
deg, Cf, , Ras p) 2 0. 由 (2.12) 式 知 deg f, Q, p) 20, Ib 5 (Bos 
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TH. 

最 后 , 结论 (Vv ) 的 证 明 与 定理 1.3(v ) 的 证 明 完 全 一 样 , 从 
略 证 完 . 

注 2 显然 , deg (1, 0,p)=0,VpEQ; 男 外 , 对 于 结论 
( 凡 ) 中 五 全 连续 的 条 件 ,我 们 常用 下 面 的 结论 来 判断 : 若 H 
[0,1] XQ 一 EE 连续 ,并 且 对 每 个 固定 的 1€[0,1], HC) 
一 已 是 紧 算 子 , ME H(t,x) 对 于 在 任何 点 to€[0,1] 的 连续 
性 关于 xE0 是 一 致 的 ; 那 末 必 有 H:[0,1] XQD>E 全 连续 . 

今 证 如 下 ; 任 给 (zi,, 2,)€ [06,1] X 0(n =1,2,…), 需 证 序 
IJH tn an) 有 收敛 子 列 . 不 妨 设 t, 14€ [0,1]( 否 则 取 子 
序列 即 可 ). 由 假定 , | HGOS x,)| 有 收敛 子 列 ,从 而 存在 ix, | 的 
子 列 pz p, EFA HOS zx 名 )| 的 直径 小 于 1. REEL 存在 


I3? EC a2? | ORAL LHGSs 20) | 的 直径 小 于 广 . 一 般 地 , 存 
& zt? C rN | 使 下 (如 多) 的 直径 小 于 二 .如 此 继续 


做 下 去 . 下 证 对 角 线 序列 | H, lhk n. 事实 上 ,Ye> 
0, ERE, FE 8= 0(6,1)20, lE 9 £€ [0,1], [27 t9| <ò 时 ， 


对 一 切 z ED, is HG x) HG 2)| <$. 取 正 整数 N> 


2g n>N 时 , ltn tol 之 6, 于 是 , 当 m>n>N 时 ,有 


HC,, z9) 一 H(z,, z£?)] 
«HG, xt?) - HG» xi] 

+ HG», sgh) ~ HG, xt] 

BG, xt) - HG C)| 


LN A 
«3*3*4,4&*€* 
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KIHG, 20) ] 是 基本 列 , 从 而 收 你 于 某 yo € E. TEH 
GC, x00) yo. 任 给 se>0, 由 假定 ,存在 96>0, 使 当 zE[0， 
1], |t- t| « 8 H, 对 一 切 x €0, EA [HG - 


H(to, x)| «5. 由 于 up E dul A, EE No, 使 当 n 
> Nu H, A| tn- tol «8, ri? to] <8, # E | HG, r$) - 


0 TE, E: n>No 时 , 有 
| HG, x6) e? »o|«l HUP, xt?) = H(to, x£?)] 
+ |H tos x5) - H(,, a£] + | HG, x80) ~ yol 


€ SEE 
< 本 + 了 + 本 <e， 


k HU, r) yo 证 完 . 

定理 2.2 Leray 一 Schauder 度 具 有 下 列 性 质 : 

1" 边界 值 性 质 :deg( f, 0, p) R5 f 120 上 的 值 有 关 , 即 : 
E f, g 都 是 @ 上 的 全 连续 场 , p EE \ 了 (230), 并 且 当 x E90 
时 , 恒 有 f(x)=g(x), 则 必 有 . ; 

deg( f, Q, p) =deg(g, N, p); 

2 连通 区 性 质 : 当 p 在 E\ f(30) 的 连通 区 中 变动 时 ， 
deg( f, 2, p) RERAE, B E; pi p; 属于 E\ f(30) 的 同一 连 
38 X, SBZK degC f, R, pı) ^ degC f, N, p2); 

3 缺 方向 性 质 : 若 存 在 yo € E, yo750, 18 

r€230, r20- f(x)Y pt tyo 
那 末 必 有 deg(f,Q, p) 0. — 

证 明和 定理 1.4 之 1'、2"、3° 的 证 明 完全 类 似 , 从 略 . 

设 f=1- FAE 是 全 连续 场 , ro€ 0 是 f 的 孤立 零点 . 
和 定义 1.3 完全 一 样 , 按 (1.43) 式 引入 了 EFA x 处 的 指数 
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infC f, zo) 的 概念 , 并 可 同样 地 证 明 与 定理 1.5 相应 的 定理 , 即 
定理 2.3 设 f=1-F:Q>E 是 全 连续 场 ,又 设 f EN 上 
没有 零点 , 且 在 Q 内 只 有 有 限 个 零点 zl …, x, MARRAS 


deg( f. 0, 0) - 3 EAT (2-13) 
3382.4 W f-I-F 5Sfu,-I-F, BERNA ER 
连续 场 ,又 设 p€ f(20), pE), ŽE 
|FiGOo- FGOD]x]x- F(G)-0l, Vx€230. (2:14) 
那 末 必 有 
deg( fi, 2, p) 7 deg( f, Q, p). (2:15) 
证 $ H(nzr)] F(x)ti(F4(x)- FCx)), Bl H:(0,1] 
XE 全 连续 . X4 h(x)- x-H(t x). WH p C 4, (20), 
VO. 事实 上 , 若 存 在 10 €20, 0 tl, B p h, (xo), B 
p= xo 7 F(Gxg) - tg( Fi(a9) - FC9)). 由 假定 知 如 天 0, 10 天 1. 


[Fi(zx0) ~ FCzo) | = 疡 |zo- F(zo) -p| 


»]|zo- F(zo) - pl, 

此 与 (2'14) 式 矛盾 . 于 是 根据 同 伦 不 变性 即 知 (2.15) 式 成 立 . 
证 完 . . 

系 1 B Sf=I-F, fil-F HJ DAE 
场 , pEfON). tn 

[F(x)~ FG «|Ix- F()-2l, Vx€230, (2:16) 
则 p€ f, (20), BQ:15) SURE. 

证 只 需 注意 当 x E90 时 ， 

|z-FG)- 2x7 FG)- 9l - ] FG) - Fil) >0. 


证 完 . 
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X2 i0€0,A:Q—E XX. 
lAx]xlzl, Axxx, YE, (2-17) 
则 deg(1- A, Q,0) 2 1. 
证 ”在 定理 2.4 中 , 令 下 = 9, Fi= 有 A, p= 0, 即 得 
deg( I- A, Q, 0) 2 deg( I, 1,0)=1. 证 完 . 
定理 2.5 设 B:E>E 是 线性 全 连续 算 子 ,并 且 1 不 是 B 


的 固有 值 , 则 


ind(I- B,0)=(-1)?, (2-18) 
其 中 8 表 B 的 实 的 大 于 1 的 全 部 固有 值 代数 重 数 之 和 . 

证 ”由 全 连续 线性 算 子 的 Riesz 一 Schauder 理论 , 知 B 的 实 
的 大 于 1 的 全 部 固有 值 只 有 有 限 多 个 , 设 为 41,42,…,h4. HE 
(4;,B) 表 B 对 应 于 24; 的 根子 空间 , 即 EO, B)= N(T'), T= 
B-AI,N(T')- lx lx € E, T'r - 0| ili v 为 正 整 数 ,使 当 n< 
v 时 , NCT)J& NCT"* DB ECT R8], 而 当 nz» Bb, NOT") 
= N(TY).N(T) 的 维 数 ( 必 有 限 ) 即 为 B 889 818 (a; 的 代数 
重 数 . 令 G(4;,B)=W(T)= lyly? Tz, x€ EL, GC, 
B)jé E 的 子 空间 . 由 全 连续 线性 算 子 的 Riesz- Schauder 理论 
(28 (40) ) 知 ,可 表 为 E(4;, B) S G(4;, B) 的 直接 和 ;任何 
XEE 可 惟一 表 为 z=w+v,wuEE(h,B),v= G(XN,B) 而 且 
投影 算 子 P(4;)x=w 和 Q(4;)zx=wv(YxEE) 都 是 线性 有 界 
AT. 用 E, 表 子 空间 EO, B),E(42, B), E(O,, B) E 
接 和 , 则 Eo 的 维 数 是 8, Eo 是 B 的 不 变 子 空间 , B EE 上 的 
限制 Bo 没有 蜡 于 1, AL 的 固有 值 . 

显然 , 算 子 Po = P(X1)+P(42)+… + P(N) 是 投影 到 Eo 
上 的 投影 算 子 . S Qo= l- Po, N Qo 是 投影 到 子 空间 E’ = 
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Qo( 巨 ) 上 的 投影 算 子 (一 般 地 , E? 是 无 限 维 的 ),E Jé E^ 与 的 
直接 和 , E? 也 是 B 的 不 变 子 空 间 , BEE 上 的 限制 B) 不 具有 
大 于 1 的 实 固 有 值 . 

H n RE 中 单位 球 :0 = |z|zxz€EE,| 上 zl<1i 令 
H(t,r)-22tPox + (1- t) ByPox t (1- 2) BPQox, 
VxC€23n, Oxr«l. 

注意 到 Eo 是 有 限 维 子 空 间 , 易 知 H:[0,1] x QE &3ESE. 
h(r)"x-H(t,x),Vx€Q,0x:«l. TE 0€A,(20), YO 
«uix. S37 E, 2:305, €[0,1], 39€ 20, f 
0= xo - H(to, x9) 
- (1-219) Poo - (17 t) BoPoxo 
+ Qoxo ~ (1 t) B’ Qozo. 
于 是 
(1-21,) Poxo — (1- t9) BoPoxo = 6, (2-19) 
Qoro- (1.7 19) B° Qozo 7 0. (2-20) 
Zi tg 70, W E (2-19) (2-200 BIS. xo = Bxo, 此 与 1 不 是 B 
的 固有 值 之 假定 矛盾 ; 若 to = 1, UBL (2:19) 5 (2: 20) EC S 
Poro = Qoro 7 0, Afi x97 0,065 x9 €20 FEO tX 
1, (2:20) X, 注意 到 BP 不 具有 大 于 1 的 实 固有 值 , 知 Qoro 
-0, 从 而 Poxo 关 90( 因 975 0), 3X REOR CHE EIL (2 19) 5X) 
TOCE Bo 的 固有 值 , BERT res Bo BARF 
A1,…, 44 的 固有 值 矛 盾 . 总 之 ,有 0€ n, (30),0 r1. 于 是 
根据 同 伦 不 变性 知 
ind( I - B, 0) 7 deg(I - B, Q, 0) 
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= deg( ho, Q, 0) 7 deg(hi, 2, 0). (2:21) 
[HB h,(r)9 x - H(1, x) 2 x - 2Poz, Bl h,— I - 2Pg. 根据 
Leray 一 Schauder 度 的 定义 ,注意 到 A, 在 空间 Eu PAI ENA 
上 的 限制 为 1 -21= - 1, 并 根据 定理 1.6 的 系 , 得 到 
deg(4,, R, 0) * deg( - I, Eo(12,0) 2 ( - 1)*. (2:22) 
Hi (2-21): 5 (2-22) X BD. (218) & . 证 完 . 
定理 2.6(Leray 一 Schauder) it D 是 E HJES,A.D—E 
全 连续 , rE D, Azo = xo. X A E xo 处 Fréchet 可 微 , 并 
且 1 不 是 导 算 子 A'(zo) 的 固有 值 . 那 末 ro VÆ A 的 孤立 不 
动 点 , 并且 指数 
ind(I-A,z9)-ind(I- A'(z9)),0) -(- 09, (2.23) 
RP RA (zo) 的 实 的 大 于 1 的 全 部 固有 值 代数 重 数 之 和 . 
证 由 第 一 章 定 理 3.5 知 A'Gr): EE 是 线性 全 连续 算 
F. 于 是 ,根据 定理 2.5 H 
ind(I - A'(z9), 09) 2 ( - 15, (2-24) 
由 于 1 不 是 A“(xo) 的 固有 值 , 故 存在 a >0, 使 
[A -A (ro)h|>alhl, V&€E. 
Xh A (zo) 的 定义 知 , TEE c 0, 使 当 0< | n | ce 时 , 信 有 
|AGro * 3) - Azo - A Gr) A | X a]A]. 
于 是 ,注意 到 4Azo xo, 知 
| AGro* &) 7 xo- A'Ge)A |] « [& - ACA |, 
vo<lal<r. - © (2-25) 
S(zo, r Hid S ERR Ex |] x — zo] € r1, 38A 
f(h)-h-(A(xo t h) - xo) * xot h - A(xo* h), 
则 由 (2.25) 式 ,应 用 定理 2.4 的 系 1, 知 98 是 f(h) 的 孤立 零点 ， 
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并 且 
deg( f, S(0, r),0) 2 deg( I - A'(xq), S(0, r), 0) 
VO«crzr. (2:26) 
于 是 ro 是 A 的 孤立 不 动 点 , 并 且 
deg( f, S(O,7),0)=deg(I -A,S(zo,r), 0) 
=ind(I- A, xo), V0O<r&r, (2-27) 
又 , 显然 
deg(I- A'(x9), S(0,r), 0)=ind( I- A’‘(zxo),0). (2-28) 
于 是 ,由 (2.24)、(2.26)、(2.27) 及 (2.28) 诸 式 即 得 (2.23) 式 . 
证 完 . 
注 3 [39] 对 1 是 A'(xo) 的 固有 值 的 情形 进行 了 讨论 . 
定理 2.7 it T,-Ix|x€E,|xl «rl(r20), A:T, >E 
全 连续 , f=7T-4. 若 
A(~7x)= -Ar, Arzx, VrEIT,, (2-29) 
则 deg f, T,, 0) 是 奇数 . 
证 根据 Leray - Schauder 度 的 定义 2.1, 有 
deg( f, T, 0) = degl f, , T”, 0), (2-30) 
其 中 ade An A, 是 按 第 一 章 定理 2.6 作出 的 有 限 维 算 子 ， 
>EE HR, HEA 
[Ar - Ax] « c. inf IA 
= EC f| T,. 在 第 一 章 定理 2.6 的 证 明 中 , y1, …, yn 是 
ACTH e — ACER e 5 c), MAEM Yis s Yms Ymt 1 
Vam (Ymsi = Tyo E=, 2, e, MIRRE yos yn 它们 仍然 


是 A(T,) 的 。 一 网 . 这 时 ,第 一 章 (2.20) 式 应 为 
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1 S 
E] 之 d,(Ax)y, Vx€T,. (2:31) 
AHdi(y-d,.i(7»»dí(-y)-d,i;(y) i-1,2, m 
由 此 知 dCy) -d(- y), Vy € E. TRE 2-31) X, 并 注意 到 


(2:29) X, El 
A,(7-x)-7 -A,xr, Vx €2aT'C2T,. (2-32) 


于 是 ,根据 Borsuk 定理 (定理 1.7) 知 deg( /,, T7, 0) ZAM, 从 


而 由 (2.30) 式 知 deg( f, T,, 9) 是 奇数 . 证 完 . 
X WT-ixr|x€E,|xl|«rl,(r»50)A: T, E 全 连 


&,f-I-A,E 
(一 工 ) 
f(x)8, esae p VzE9T,, (2-33) 
则 deg( f, T,, 90) 是 奇数 . 
证 $ HC, x)= Ar -74 A(- x). WI H0, 11x 
T,—E 全 连续 . 4 h()-z- HG x) pef - ru 
fC- x). FiiE OER (2 T,), Oscrscl. FKE, EA 0K01, ro 


EIT, TEE ME h Gn) = pe AU) 7 poe f Cr ro) = ,网 
to 01 (2:33) 5) E f Cro) = tof 7 x0), 
f(x) tof ( — x9) f(— x9) 


Heuer ePmIL 
此 与 (2.33) 式 矛盾 . 于 是 ,根据 同 伦 不 变性 知 
deg( ho, Ts 8) = deg(h,, T,, 8). 


但 holz)=flz), hi(z)=2-[}Ar-}A( z)]. 由 于 去 


Aue lA -z) 是 奇 的 , 即 
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Ete LAr- (LAaz- lA z)], 


故 根据 定理 2.7 知 deg(hi, 工 ,9) 是 奇数 ,从 而 degl f, T,, 0) 
奇数 . 证 完 ， 

注 4 由 上 述 证 明 方 法 以 及 定理 1.7 后 的 注 9 可 知 : 当 把 
T, 换 为 关于 68 SURE B1 0 的 有 界 开 集 02 时 , 定理 2.7 及 其 系 仍 

定理 2.8( 拓 扑 度 乘积 定理 ) 设 Q 是 E 中 有 界 开 集 , f= 1 
- FiQ—E 是 全 连续 场 ,用 | D, | SOT RSEN (90) 的 全 部 连通 
I. g-I-Gif(Q0)—E 是 全 连续 场 ,p EE \ gf(30) 那 末 
下 面 的 公式 成 立 ， 

deg( gf, N, p)= E23 deg( f, Q, D,)*deg(g,D,, p), (2:34) 


其 中 deg( f, Q, D,)€ degl f, A, y), Y yE D;JEH?A4 D, 有 无 
穷 多 个 时 , 除 有 限 多 个 D, 9b. 均 有 deg(g, Da p) -0(D,C 
了 (0)), 因 此 , (2.34) 右 端 实际 上 是 有 限 项 的 和 . 

证 首先 注意 ,gf=(1-G)(I-F)=I-[Ft+ Gfj] 故 gf: 
>E 是 全 连续 场 ,因此 (2.34) 左 端 有 意义 . 

由 假定 知 g !Co)53 f(30) 不 相交 ,因此 g '(p)CEN 
f(20)- UD.. 根据 引 理 2.1 知 g '(p) 是 紧 集 ,因此 ,存在 有 
限 个 D, BAR mg (p) 从 而 对 于 其 他 的 含 于 f(0) 内 的 
D,, 显然 有 deg(g,D。, p) -0. 故 (2.34) 右 端 是 有 限 项 的 和 . 

取 +>0, 使 球 T= Ix |z€ E, Dx] «712 f. 由 全 连续 
算 子 的 延 拓 定 理 (第 一 章 定理 2.7) 知 , 可 把 G SETG IIR T AE 
全 连续 ( 仍 记 为 G). 于 是 g= 了 T- GiT—E 是 全 连续 场 . 对 整 


«am 
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O,-7 {yly€E TN f(2Q),deg( f, Q, y) - A1 

N, = la | D.C f(Q), deg f, Q, D.) - &|. 
注意 到 当 y€ TN f(Q)BT, degCf, Q, y) ^0 BI AU 

O,- U, Das Y 90. 
T4SO,Cf(20). 注意 到 前 面 已 证 , RART D, 外 , 对 其 他 
的 D, (ftit D,Cf(Q))8 pE gCD,), IRIS Leray - Schauder 
度 的 切除 性 与 可 加 性 , 有 
> deg(f, Q0, D,)-deg(g, Das p) 


D c f(Q) 
= M &( Sdeg(g, D, p))= M, kdeg(g, Op, p). (2:35) 
大 洋人 aCN, 大 天 0 
因此 , 只 需 证 明 
deg(gf, 0, p)= 9, kdeg(g, O,, p). (2:36) 
hse 


BUT g“!(p) 紧 ,并 且 与 有 界 闭 集 f(30) 不 相交 , 故 它们 间 的 距 


离 
r=dis(g '(p),f(90))= inf |y- f(x) >0. 


€T,g(y)- p, €? 
(2-37) 


根据 第 一 章 定 理 2.6, 可 取 E 的 有 限 维 子 空间 巨 ("… 及 Fi 
EUER AR, 使 
supl F(z) - Fp (x)| <5, EACT, (238) 
其 中 f= 1~ F, 对 任何 y€g '(5),z€20,8 
r Shy- FGI»- fz)| + |F(z)— F,CO] 
<ly- GM + supl FG) - FG] 
再 注意 到 (2.38) 式 , 即 得 
sup| FG) - F, Go | & dis(g ^ G2), f, (2). (2:39) 
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OP = |yly€ TN f, (20), deg f, 0, y) * &|. 
由 (2.38) 式 与 (2.39) 式 知 : 当 yEg ^! Co) T, EE degC f, A, y) 
=deg( 记 ,0,y); 从 而 8 CODO 7g GOD OP". PE 
CO, N OI). FÆ, di O, - CO, N OPP) U CON OL), RIF 
Leray - Schauder 度 的 切除 性 , 知 
deg(g, Oi, p) = degl g, OLN OL”, p). 
同 理 可 知 
deg( g, O(?, p) ^ deg(g, OP N Op, p). 
由 此 得 
deg(g, Or, p) = deg(g, O1”, p). (2-40) 
Hi (2:39) 36 All deg( p, gf, (20)) 20. 根据 第 一 章 定理 2.6, 取 
E 的 有 限 维 子 空间 E(” 以 及 连续 .有 界 算 子 GL T-e EGO, iE 
supl G(z)— Gn GO | <dis(p, gf,(30)). (241) 
注意 到 93OWOCA (20) (V & 0, 3X 120, C f (20), k #0, 2E 
似 ), 有 dis( p, g(20( )) 2dis( p, gf (20)), YA 天 0, 从 而 
supl GG) - G, GO < dist p, a (20f?)), 
VRD (2-42) 
4 gn =I- Gu, 于 是 由 (2.42) 式 ,并 根据 定理 2.4 的 系 1 知 
deg( g, OL, p) 2 deg(g,, OTI), p), YA 天 0. (2:43) 
由 (2.41) 式 知 : 当 zEa0 时 有 
lef G0 - 2|] af GO -pl -ef Ce) 7 afi C)] 
Z-dis p, gf, (31) - sup gm(z)-— gz)| 
= dis( p, gf, (20)) - sup] G,(z) - G(z)] »0, | 
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故 p€ g,f, (20). ^W E RUE IRÁET ESL ECO, E ECC 
EV, E CEU, p€ EO .于 是 ,根据 Leray ^ Schauder 度 的 
定义 ,有 
deg( gn, O^, p) = deg (gn, OL NEO, p,) (2:44) 
deg( g,f,, R, p) = deg (gf, , RNE, p). — (2:48) 
根据 Brouwer 度 的 乘积 定理 (定理 1.16), 并 仿 (2'35) 式 的 推 


导 , 知 
deg, (gf, , QT E, p) 


- 2, kdeg,(g, , OSP NEV, p). — (2:46) 
Hi (2-46), (2°45), (2-44), (2-43), (2: 40) EX, 15 
| deg(g, f, Q, 5) = 2; kdeg(g,O,, p). . (2:47) 
下 面 证 明 
deg( g, f, , NQ, p) = deg( gf,, 2, p), (2:48) 
deg( gf,, R, p) 7 deg( gf, Q, p). (2:49) 
S 
hi (x)= gf, (x) + (07 t)gnfilr)=xz-H(t, x), 
HP HO x)= Fue (Gf (x) c (37 Gf, (x). TR, H: 
[0,1] x QE 全 连续 . 由 (2.41) 式 知 当 0 委 : 委 1, x E90 时 有 
GESQ-38) X, f, (Q) C T) 
[oo RD S 07 af G0] - a7 0f af GO) 7 ef Go) 
Zdis( p, gf, (32)) - (13 sup] eC 7 gn C22] 
>dis( p, gf, (32)) ^ supl GC) - Ga C2)] >0, 
故 Ch, (20),0x: t1. 因此 Leray - Schauder 度 的 同 伦 不 变 


性 知 (2.48) 式 成 立 . 
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hi (rx)=g(tf, Or RUD DIC em Hos 
其 中 
H' (t, x)= tF, (x) F(0- FG) * GGf (x) * (Ah 2)f(x). 
注意 ,由 于 AO)CT,f(Q)CT, Ti T eh S, E cf. (x) * (1 
-:)f(x)€ T, V0xix1,x€0;X,g-I1- Gi T--E 全 连续 
H, hi (xz) 有 意义 ,并 且 显 然 H' :[0,1] XQ>E 全 连续 .下 
证 PEj (20),0xtx1. 事实 上 , ERR, MFE OSHS I 
rnEa0, 使 
p=hr xo) 7 g(tof,Cxo) * (17 t9) fCx9)) 7 go), 
其 中 yo= tfo (x9) * (07 0 f(x90€ T. 于是, yo€ g ! (p). 
我 们 有 (注意 (2'38) 式 ) 
0 = | yo- Ero, Cxo) + (1 7 292 f(x9)1] 
m|»-fGo)] -eof fGco) 7 f, Cxo) | 
=| yo- fGo ] 7 to] FC) - F, (zo) | 
>dis(g ! (p), f(32)) ~ sup| FG) - F, (x)| >0, 
得 出 矛盾 . 故 p€Eh* (20), 0 H1. 于 是 ,根据 同 伦 不 变性 知 
(2.49) 式 成 立 . 
由 (2.49)、(2.48)、(2.47) 三 式 即 得 (2.36) 式 . 证 完 . 
R1 在 定理 2.8 的 条 件 下 , 若 f(0) 本 身 是 一 个 连通 开 集 ， 
则 ' : ` 
deg( gf, 2, p) = degl f, Q, f(Q))*deg(g, f(Q), p). 
R2 设 zo 是 全 连续 场 /= 了 -FF 的 孤立 零点 ,而 0 又 是 
全 连续 场 g=7- G 的 孤立 零点 , 则 ro 是 全 连续 场 gf 的 孤立 零 


点 ,并 且 
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ind( gf, xo) ^ ind( f, x9) *ind(g, 0) . (2-50) 
证 同 于 定理 1.16 系 2 之 证 . 从 略 . 
注 5 我 们 还 可 用 公理 法 来 引入 拓扑 度 的 概念 , 即 把 deg 
(f£, Q, p) E E o f, A, p BE B EE XL 而 把 它 的 几 条 最 基 
本 的 性 质 作为 公理 来 要 求 ( 例 如 ,参看 [55] 、[34]、[9] ) . AT, 
可 证 明 Brouwer 度 的 惟一 性 与 Leray - Schauder 度 的 惟一 性 ( 参 
见 [34]), 即 ; 若 三 变 元 f, p 的 整 值 函 数 deg(f, Q, p) GX , 
ARR 中 一 切 有 界 开 集 ,了 取 一 切 映 入 R" 的 连续 映 旬 ,p 
EUR p€ R"\ f(9Q) 的 一 切 点 ) 具 有 定理 1.3 中 的 性 质 ( |i)、 
Cli). ES ( V ), WR, 此 整 值 函 数 必 等 于 定义 1.2 中 所 定义 的 
Brouwer J£ . 由 此 可 知 , 虽然 具体 引入 Brouwer 度 的 方法 很 多 
(正如 久 1 开头 所 述 ), 但 所 得 结果 都 是 一 样 的 . 同样 , 若 三 变 元 
f Q, p 的 整 值 函数 delf, 0, p) GX E Q XX Banach 空间 E 
中 一 切 有 和 界 开 集 ,了 取 一 切 全 连续 场 ;,f= 了- 下, F:0 一 全 连 
续 ,p 取 满 足 pE€E\f(930) 的 一 切 点 ) 具 有 定理 2.1 中 的 性 质 
(1 )、( 放 )、( 诈 )、(Vi), 那 未 ,此 整 值 函数 必 等 于 定义 2.1 中 定 
义 的 Leray 一 Schauder 度 . 


$3 不 动 点 定理 


本 节 利 用 Leray- Schauder 度 来 建立 一 些 不 动 点 定理 . 其 
一 般 原则 如 下 : 若 全 连续 场 /= -下 ;0 一 EE 满足 deg( f, Q,0) 
7-0, 则 由 可 解 性 知 , FE x' € Q, fl f(x" )2 06 8 r*=F 
(zxz*), 亦 即 x* 是 下 的 不 动 点 . 
定理 3.1(Rothe) i8 N E 中 有 界 凸 开 集 ， A;Q-—E-4 
连续 ,并 且 A(20) C, N A XE Q 内 必 有 不 动 点 . 
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证 可 设 Ar 关 zx(YxE€90)( 否 则 ,定理 已 获 证 ). 取 zo6E 
Q,$ 

h,x)mt(r-Ax)t(l-i1)(x-x)7x-H(t,x), 
EFP H(t, x)95tAx * (7 0x9. RAS Hi[0,1] x QE ZE 
续 .下 证 090E€h,(90), Y0 委 : 委 1. FXE, TEE OCC, zi 
EIN, fl h, (x1) 7 6, Bf 

ri744Àx t(l- tj)xo, (3*1) 

则 2; 250CE8 259), t1 721(B8 Axi 关 xz1),; 故 0<t1<1. 因 0 
是 开 集 , 故 存在 r >0, 使 球 T(zo,r)= |x|- xol &r1ca. 
由 假定 知 Ar EQ, 从 而 存在 €N, f 


Jeo- An] E (3-2) 


易 知 球 T(t;zo t (1— t))xo, (17 6) 7)C Q, (HE x € TC zo 
*(1— 5)xs (17 0)r), Wl] x9 £4 zot (17 t)xo * (17 ti) 2, 
Iz] r, FÆ x t zo* (17 t) Cro 2). BF 29€ Q,xo* z 
€ Q, Q 是 凸 集 , 故 zxE0), 而 由 (3'1) 式 知 

ZT1=tiArit+ (1- i1)zo 

=tizot+ (17 tj) xo ti(Axi - zo), (3:3) 
HRSG 2) A |ti (Ari 0| € Q7 与 ) -~, 故 由 (3'3) 式 知 
zi€ T(tizo+ (17 229, (17 5)7)2C 0,5 x,€ 230 FH. 
于 是 ,有 0€n,(20), Y0 委 :上 委 1. 由 此 ,根据 同 伦 不 变性 , 知 
ind( I- A, O, 0)=deg(hi, 0,0) 7 deg(ho, (2,0) 
=deg( I - xo, (2, 0) 7 deg( I, (2, x9) =1#0, 

故 A 在 Q 内 具有 不 动 点 . 证 完 . 


定理 3.2(Schauder) 设 DD 是 EE 中 有 界 凸 闭 集 (DD 不 一 定 
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有 内 点 ), A :DD 全 连续 , 则 A ED 中 必 有 具有 不 动 点 . 

证 WER T-dxl| xl «RICR20),f DC T. 由 全 连续 
算 子 的 延 拓 定理 (第 一 章 定理 2.7), 可 将 A 延 拓 为 映 开 入 coA 
(D)CD 的 全 连续 算 子 ,于 是 A(3T)CDCT, 从 而 ,根据 定理 
3.1 知 A TET 中 具有 不 动 点 xz*. BF ACT)CD, BUD S x" 
ED. 证 完 . 

系 1 设 D 是 E PLE, A: D>D 连续 , 则 A TED 中 必 
具有 不 动 点 . 

系 2 DEE PGAR, A:D>D 连续 ,并 且 ACD) 
相对 紧 集 , 则 A YE D 中 必 具 有 不 动 点 . 

证 令 Di=co4(D), 则 Di 是 凸 紧 集 , 且 DiCD. 显然 
A Ip,: Di Di 连续 , 故 由 系 1 LA px D, 中 具有 不 动 点 . 证 
完 . 

注 1 当 互 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 时 , 系 工 的 结论 也 成 立 ， 
这 就 是 Schauder — TaxoHoB 不 动 点 定理 (参看 [40] ). 

例 3.1 考察 ypprco 积分 方程 

eG) | kle, y o0», (3-4) 
其 中 G 是 RN 中 某 有 界 闭 集 . 设 k(xr,y,u) 在 rz€G,y€G,， 
-0<u< +co 上 连续 , 且 满 足 不 等 式 
[kles you) sa+b|zl|， VzyEG，-oo 鼠 x< +, 

其 中 4 >0,5>0, bmesG<1. 下 面 证 明 ; 方 程 (3.4) 必 具有 连续 

证 显然 ,积分 算 子 

Ap(z)= | kley eG 
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. n Apa amesG YA " 
BÉ C(G) 入 C(G) 全 连续 . SR TSG, 并 令 忆 表 C(CC) 


中 闭 球 fp | l| elc RI. 于 是 , 当 xED 时 


| Agr) I |. llr, y, eCy)) ldysiamesG + bmesG elc, 


从 而 
| AplcSamesG + bmesG | elo xa mesG + bRmesG = R. 


由 此 可 知 A CD) C D. 于 是 ,根据 Schauder 不 动 点 定理 (定理 
3.2) 知 A 在 中 必 具 有 不 动 点 . 证 完 . 
定理 3.3(Leray - Schauder) 设 A: E— E 全 连续 .如果 
S&i|xix€ E, x -AAx,0«A«1L ZERK, W A TEE 中 的 闭 
球 工 中 必 有 不 动 点 , 这 里 
T-ix|x€E,|xI RI; 
R-supllxl|x-22aAz, 0«A«1l. 


证 $ T,-|zizeE. Ic c R* 1]. n A 在 9T， 上 
没有 不 动 点 ,可 令 态 (z)= 工 -14z. FÆ 0€ h,(9 T,), VOI 
S. 故 根据 同 伦 不 变性 知 

deg( I — A, T,, 0) = deg( ^;, T,, 0)= deg( ho, T,,0) 
; - deg(1, T,, 0) 2 1250, 
因此 , A TE T, 中 具有 不 动 点 . 故 根 据 上 述 可 知 , 在 任何 情况 
下 ,4 E T, HAGAE x, BI x = Ax (k=1,2,3,…), £, 
€ T,. HB A 的 全 连续 性 知 , 存在 子 列 zi ,使 Ar, >r" €E, 


FE n SAn >r". B|e]«Rl Bl’ [eR 根据 A 


的 连续 性 ,得 z+" = Axr*. 证 完 . 
注 2 定理 3.3 广 泛 应 用 于 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 一 
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些 问 题 中 . 


例 3.2 考察 常 微分 方程 的 初 值 问题 : 


ORA t€[a,5]; 
(3*5) 


dt 
x(a)= xg. 
证 明 : 若 fila, b] X R >R” 连续 ,并 且 满 足 
fl, ISMA + ll), Vr€ta,b], x€R', (3-6) 
其 中 M 是 某 正 数 , 那 末 问 题 (3.S$) 必 具有 属于 Cila, b]E RE x 
(0, 满足 
| x COdM CI xo] + MB -a)]eY ^79, vi€[a, b]. 
证 显然 ,问题 (3.5) 属 于 Cl[a,5] 的 解 等 价 于 积分 方程 


PORTU [Azas 


的 连续 解 , 亦 即 算 子 
Ar(t)= xot [ fs. .205))ds 


fr ESNCBIC[a.5]- Ix(Dix(C2:Lla, b] R" x 
续 | 中 的 不 动 点 (注意 , C, [a, 5] 是 Banach 空间 , 其 中 范 数 
| z] = max Iz GO]. $5, A;C,[a,5] 一 C,[a,5] 全 连续 . 


我 们 证 明 : 
|" z(t)EGla,b], z(t)=AAzr(i), 
0<4<1=>| zl<Mo, (3:7) 
其 中 M, [I xo] * M(6 - 4)]eM 979. HE z(0€ C, Lla, b] 
Æ r(:)-AAr(:1),0€«A X1. 于 是 由 (3.6) 式 
IzxCollAxCol 


«|l + f LFC, 26s) has 
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&ln] +M [ arlz() bas 
<lzol+M(b-a)+M | zld — Gu 


4 e) [xol + Mo 2) * M | 1z(91ds, 则 由 (3.8) 式 知 
lro). 又 显然 pg (1)= MlxCGOl Me), ik 


Sere MIKO, axrsch. 


由 此 可 知 , g(t)e M Æla, bl EEIZ, 从 而 
p(t)e ^ "xio(a)e "^, axtsb, 
于 是 
lx COl oC oe(a)e V7? 
=[| zro] +M( - 3)]e" ^? = Mo, 
故 , 
|z| = max Iz CO I Mo, 
即 (3.7) 式 成 立 . 于 是 , 根据 定理 3.3 即 获 证 . 证 完 . 

例 3.3 RA Erw FEELERS OKR, 且 其 边界 30 E 
C**',0«a«1,3:H20 可 用 参数 式 z=z(s),y=y(5) 表 示 ， 
这 里 z(s), y(s) 具 有 连续 二 阶 导数 ,又 设 30 在 其 上 每 一 点 均 
具有 正 的 曲率 . 考察 拟 线 性 椭圆 型 偏 微分 方程 

A(T, y Z, Zrs Ly) Zr + BOLT, Y, Z, Tr, Zy) Zry 
*C(xr,y,z,z2,) Zy)Zzy=0, (z,y)EN, (3-9) 
其 中 函数 A(zxz,y, z,p,g), B(x,y,z; bo qo. C(z, yz, b 
q XIF (z, y)EN, zER', pER', 4ER RAR WAS 
数 ,而 且 这 些 二 阶 偏 导数 都 是 a - Holder 连续 的 (关于 a- 


Holder 连续 概念 及 空间 C" * “的 概念 ,参见 [10], (78) ), 并 且 假 
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定 方程 (3.9) 在 2 上 是 一 臻 椭圆 型 的 , 即 存在 常数 yo 0, 使 
Alz, yox p,q) + B(x, y, z, p,q9) 7+ C(x, yo; P, 
qUiAa«P)tg)4—4l(x,y)€ DN,zER', pER', gER', 
(E, PER EJ] sr. .边界 条 件 为 
z= 9, (x,y)€9Q, (3.10) 
这 里 pg € CG*“(90) 是 一 给 定 的 函数 . 证明: Dirichlet 问题 
(3-9) 一 (3'10) 必 至 少 具 有 一 解 z(x,y)€ C^ *(0). 
证 取 0<B<a. 对 于 任意 给 定 的 zx(z,y)EC2 8(Q), 考 
察 半 线 性 方程 
ACE, Ys Z, E. mw. T Bx, Y, Z, Zr, Zy) Way 
*C(xr,y,z,z,,2,)w,70, (x, y)€Q, (3-11) 
以 及 边界 条 件 
w= 9p, (r,y)€980, (3:12) 
显然 , (3.11) 式 中 的 系数 A,B, C 均 属 于 C"(G), 故 由 椭圆 型 方 
程 理 论 ( 见 [94] ) 知 ,问题 (3.11) 一 (3.12) 具 有 惟一 解 wlr, y) 
EEC"(Q)CC (0), 且 易 知 算 子 Az = w(A:C?'?(0) 
CODER RH, 从 而 将 .A USER E — CA C?*? 
(0) 的 算 子 时 是 紧 的 ;又 可 以 证 明 (参看 [10] )4 是 连续 的 , 从 而 
A:E>E 是 全 连续 算 子 . 显然 , Dirichlet 问题 (3.9) — (3 10)/8 
FO (0) 的 解 等 价 于 算 子 .4 在 E= CU (0) mmm. 
现 设 zx(z,y)EC28(0), 使 x>= AAz, 0€ A X1. 于 是 ,由 A 的 
定义 知 z(z,y)EC2…"(D), 且 满足 方程 (3.9) 及 边界 条 件 z|，p 
= Ag. 于 是 ,由 先 验 估计 (参看 [10], 获得 先 验 估计 是 最 难 的 ) 
知 , zl; iM const( M Bà XX), | zla 3E Banach 空 
E C (OPER . 由 此 可 知 , 集 |z|zE€E,z= AAz, 0A 
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<11| 在 空间 C?* *(Q) FU PR, 当然 在 空间 已 = C? ? (OQ) 
有 界 的 . 根据 定理 3.3 知 , A 在 E 中 必 有 不 动 点 . 证 完 ，. 

注意 , 以 上 考虑 的 是 R? 中 的 情形 ,可 以 证 明 , 对 于 RY 中 
的 一 致 权 圆 型 偏 微分 方程 ,类似 的 结论 成 立 . 

定理 3.4(Altman, 见 [41]) 设 0Q 是 中 有 和 界 开 集 , 0E 
0, 设 A:Q—E 全 连续 ,满足 

| Ax -b lAr -irl rE, (3:13) 
那 末 A 在 Q 中 必 具 有 不 动 点 . 

证 Sh (x)= z- tAr, RE A EIN 上 没有 不 动 点 
(否则 , 定理 已 获 证 ). 我 们 证 明 0€ 六 (30),Y 委 :上 委 1. 事实 
ESTEE OUI, x9€90, Ë zo = toAxo, 则 zo 关 0, 410 天 1， 
于 是 0<io<1, 有 

1 


[Azo -zo = (3-1) Hs. 


LAz  - Lo 7 (55 7 1) EasP. 
由 (3'13) 式 知 
Ce 


to 


Aii (7. - jJ 25-1 B to 之 1, 此 与 0<to<1 了 矛盾 . 因此 0 
€ A,(90), V Osce . 根据 同 伦 不 变性 知 
deg( I- A, N, 0)=deg(hi, 2, 0) 
= deg( ko, Q, 0) =deg( I, Q, 0) - 1750, 

从 而 A 在 Q 内 必 具 有 不 动 点 . 证 完 . 

系 1 设 Q 是 E 中 有 界 开 集 ,9€ 0, 设 A:Q 一 EE 全 连续 ， 
满足 
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|Az|«]z]. Yre, 
则 A 在 Q 中 必 具 有 不 动 点 . 
证 在 所 设 条 件 下 易 知 (3.13) 必 满足 . 证 完 . 
注 3 此 系 的 结论 也 可 直接 从 定理 2.4 的 系 2 直接 推出 . 
X2 设 Q 是 实 Hilbert 空间 H 8 43158,0€ 0, 设 4: 
0 一 全 连续 ,满足 
(Az, x)&| «l^, V x€20, 
则 A 在 9 中 必 具 有 不 动 点 . 
证 当 xE€90 时 ,由 所 设 条 件 知 
14Ar-xzjl2=(4z-zrAzr-z) 
=| Ar|? -2€(Ax, 32 € LED? 
z|Axl^-21xP? + 13? 
=|Azl? - 1x. 
故 条 件 (3'13) 式 满足 . 证 完 . 
定理 3.5 WE T,-Iz|x€E,|xl«rl(r 20), A: T,^E 
全 连续 , WE ACC x)=- Ax, V x €9T,, Wl A XE T, 中 必 具 有 
不 动 点 . 
证 直接 从 定理 2.7 推出 . 证 完 . 
引 理 3.1( 见 [42]) 设 0 是 无 穷 维 实 Banach 空间 E 中 有 
界 开 集 , AQ E 全 连续 ,并 且 满 足 条 件 : 
(i ) inf | Ax | >0; 
Cil ) Ax — uz, xr€230-g€(0,1]. 
则 必 有 
deg( I - A, 0,0) «0. (3-14) 
证 cu 
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lax ~ Az] = a»0. (3:15) 


事实 上 , 若 (3， 则 存在 zx, EIN p, E [0,1], 1 
jrs 7 Ax, |>0(n>0). 由 A 的 全 连续 性 及 |y, 1 的 有 界 
E, R n AIPIN d net, E us > Bo OS no C1), Az > yo. 
显然 wo>0( 因 若 po =0, M | Az, | 一 0, 此 与 条 件 ( LORD. 


于 是 r, Ne Yo? x9€ 90, Afi Goo Axo, 0€ uox, Jt. 5j 
DFE . 故 (3.15) 式 成 立 ， 
取 E 的 有 限 维 子 空间 Eo 及 连续 有 界 算 子 A ÑE, E 
sup] Ax —- Aiz| <a. (3-16) 
W Eo 是 * 维 空间 , |y1,…, v ÆE 的 一 组 基 . 因为 E RECS 
维 的 , 故 存在 y, ,€ EN Eo, B] v.i] -1. HE, EH y. 
Yo V IRR FEN, R E, DE, El 是 s+1 ER] . 显然 ,可 
W A1:0 一 E1. 于 是 根据 Leray- Schauder 度 的 定义 ,有 
deg( I- A, 0,0) * deg( 1 - A1, Ri, 0) (3-17) 
其 中 RENNA. Br(3:15)55 5 (3-16) RA: 24 2 € 90, (ERE 
3Q,C20),0x:us:1 时 有 
lwz -haizl>lur-4az1-laz-azl>c-a=0， 
故 在 Q 上 的 场 1- A, 与 场 - A, En, 上 同 伦 ,因此 有 
deg( 1 - A,, Q1, 0) 2 deg( — Ai, 04, 0). (3:18) 
由 于 AQ Eo, Eo Æ E, 的 低 维 子 空间 , 故 由 Brouwer 度 的 
降 维 性 质 (定理 1.4, 4") 
deg( - Ai, 0, 8) =0. (3:19) 
Hi (3:17), (3:18) (3'19) 诸 式 即 得 (3.14) 式 . 


系 ( 见 [43]) 设 Nn 是 无 穷 维 实 Banach 5 Nds E € 
165 


集 , OEI, E A;Q—E 全 连续 ,并 满足 条 件 
larll, Ar#rz, Vx€?Q, (3:20) 
那 末 , (3.14) 式 成 立 . 
证 ”只 需 验证 引 理 3.1 中 的 条 件 (i) 与 ( ii ) 均 满足 . 首 
先 ,由 (3.20) 式 及 6E30 Ail 
inf | Ax | > inf | x] 0, 

KRC WE. TEREC MWE. 用 反 证 法 , 若 它 不 满足 ， 
即 存在 ro€IN, 0< uo x1, Ë Axo — pozo. M po 天 1，zo 天 0， 
| Arol MS | xo |, JE 5 (3-200 GJ, e A PE Cl 6 I ; 
证 完 . 

注 4  MOCUR (44) (4 将 此 引 理 及 系 的 结果 推广 到 TA 
& f(x)-2I(x) - F(x) B, Rb I(z) 是 有 界 连续 映 象 ,并 
且 可 义 是 从 一 个 空间 作用 于 另 一 个 空间 . 

定理 3.6( 区 域 拉 伸 与 压缩 不 动 点 定理 , 见 [43]) 设 0, 与 
N 是 无 穷 维 实 Banach 空间 E 中 两 个 有 界 开 集 , 并 且 9€ 01， 
Cm. 假定 AQ, VQ, E 全 连续 . 如 果 满 足 条 件 | 

(Hi):x€2830,—]|Axl&lxl, x€2a0;lAx|z 
jz1( 即 区 域 拉 伸 ); 或 

(H2): x E€ 3 Q> |Arl > lzi, x E90,>1Ar|< 
| x LO EISE 58D) . 

那 末 A TE Q5 N OQ, 中 至 少 具有 一 个 不 动 点 . 

证 由 延 拓 定 理 ,可 将 A EAR Q5 E 的 全 连续 算 子 . 
先 设 条 件 (Hi ) 满 足 , 若 A 在 30; 20, 上 有 不 动 点 , 则 定理 已 
获 证 . 故 可 设 4z 天 xz, VxzEaiUan;. FE, 由 引 理 3.1 的 
系 知 
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deg( I- A, Q;, 0) - 0. (3:21) 
根据 定理 2.4 的 系 2 Am 
deg(1 — A, Q,, 0) * 1. (3-22) 
由 (3.21) 式 与 (3.22) 式 ,利用 Leray ^ Schauder 度 的 可 加 性 得 
deg(1 - A, R, NQ4,0) 2 deg( 1 - A, Q5, 0) 
-deg(1— A,Q,,0) 20-17 - 1z£0, 
由 此 可 知 , A 4EQ,N O0, 中 具有 不 动 点 . 

同 理 , Æ RIEC ) 满 足 的 情形 下 , 如 果 A EIN UIN 上 

没有 不 动 点 , WE 
deg(I ~ A, 2, \ Q, 0)=1-0=1#0, 
从 而 A ENR: \ Q 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 

注 5 定理 3.6 对 于 有 限 维 空间 E 的 情形 是 不 成 立 的 . A 
iyd ER LBEKKERH),O 1G. )|z^ty«ril.n, 
= |(zx,y)| aty < ril (Orr). 用 复数 表 R 中 的 点 :x 
=x +iy= re”. $ Az= zp z1 = re ^* 3), 显然 , A:R?>R? 3 
续 有 界 (从 而 全 连续 ); 在 304 上 恒 有 | 4z| = r= | =| ,在 390， 
上 恒 有 | A4zj = := 站 = 外 ,但 显然 A 在 9 \ Qi 中 没有 不 动 点 ， 

例 3.4 考察 多 项 式 型 Hammerstein 非 线 性 积分 方程 的 固 
有 值 , 即 设 

Apg(z)= | klef p(y))dy, — (823) 
其 中 GRR 中 有 界 闭 集 , (x, a = > a; Ca) wi 证 明 下 面 


的 结果 ( 见 [23)): 设 (1 ) 非 负 连 续 核 &(z,y) 满 足 | ky) 
dr»0(V y€ G) Cl) n 为 偶数 , ao(z) 有 界 可 测 且 infa, (x) 
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>0, X a;l) E Li;(G)(i 5 1,2,*, n - 1). 则 对 任何 实数 
4, 只 要 4 关 0,4 关 和 (m=1,2,…), 就 都 是 A 的 固有 值 , 这 里 
[A | 表 线 性 积分 算 子 (上 映 C(G) 入 C(G)) 
Kig(z)= | klz,y)a(y) p(y)dy (3°24) 
的 全 系 固 有 值 ;详细 地 说 , 就 是 对 于 任何 实数 A. A750, AA, 
(m=1,2,…), 必 有 ge, (2)€ CCG), e, Cx 250 存在 ,使 Ap = 


Aq, 
证 RIJE A-Kf, EF KAR, y) HARER 


算 子 ,f 表 Hempruxni# 53 T : 


全 


i=1 


当 gE€1L"(G) 时 ,有 
Itel =| 之 ag], < 2; lelzmdbelb o —— (25 
Rt [an lir = das lro = vraisup| an (x)|. S EE L"CG)ALL 


(G), 从 而 连续 、 有 和 界 ( 见 第 一 章 定理 1.1 与 定理 1.2). 因此 A 
映 L" 入 C(G) 全 连续 , 当然 更 是 映 L"(G) 入 L"(G) 全 连续 . 


由 于 


Ae- Kiel =| Keg 


Mes)? X lai]: doli. 
其 中 M= „max k(z, y). 故 A 在 9 的 Fréchet FATF A (0) 
= K,. 由 假定 ,4 3EK,COR CCG) A C(G)) 的 固有 值 , 由 于 K: 
L"(G)>C(G), 故 把 Ki WH L'(G)A L*(G) 的 算 子 时 ,4 
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-U»PUD» m 


也 非 K, 的 固有 值 , 从 而 根据 Leray — Schauder 定理 ( 即 定理 
2.6) 知 ,0 是 上 4 的 孤立 不 动 点 , 且 其 指数 的 绝对 值 
ind(1-1A.0]|- ina(1- 1, 0)| 1. (3-26) 


另 一 方面 ,注意 ”是 偶数 , 并 利用 [45]143 页 定理 192, 有 


1 
(J, Le as oot a| a)" 


>(mesG)* | dz | Cz 2 G0Le 01d 
= QuesG)s | a, G0 LeGO1*dy [ kieva 
2 sf (mesG)*^! | gf, 
其 中 r= infa Gr), go min | klz, y)dz. 于 是 
[Ael 2 ee (mesG)1 | ols» 
n-1 
- M (mesG)» >, la; lm loli. 
由 此 可 知 , 可取 R >0 充分 大 , 使 对 球 TS = | el | el,«R L8 
[Hao] 51e vecors. 
因此 , 根据 引 理 3.1 的 系 , 知 
deg(1 - LA, Tr, 0) - 0. (3-27) 
Hi (3-27):X 5 (3-26) :XBI A, 存在 p EL (G), 9,50, fi p= 
Lag. HF ARL (GJA C(G), lk e, € C(G). 证 完 . 


注 6 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 , 如 果 在 一 定 的 条 件 下 能 计 
算出 deg(1 - A, 12,0) 的 数值 (例如 引 理 3.1 及 其 系 ), 则 常 能 得 
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出 新 的 不 动 点 定理 (例如 定理 3.6). 因此 , Leray 一 Schauder /£ 
的 计算 问题 是 一 个 十 分 重要 的 、 值 得 研究 的 问题 . 


$4 固有 值 `. 固 有 元 与 歧 点 


Wt E JÉS: Banach 空间 .DCE, 6€ D, Ai DE, A0 9 6. 
若 xo€ D 满足 zo 关 9, Axo = àro 4 是 某 实数 , 则 称 和 A 是 A 的 
固有 值 , ro 是 A 的 属于 4 的 固有 元 . 众所周知 , 线性 全 连续 算 
子 的 固有 值 至 多 可 数 个 , 而 属于 同一 固有 值 的 固有 元 (加 上 零 元 
素 ) 构 成 E 的 子 空间 , 对 于 非 线性 全 连续 算 子 , 一般 来 说 , 它 的 
固有 值 构成 一 些 区 间 ( 例 如 , 例 3.3 所 述 的 情况 ), 而 属于 同一 固 
有 值 的 固有 元 一 般 不 构成 子 空间 (有 时 一 个 固有 值 只 对 应 一 个 
EAJ). 
定理 4.1 设 E 是 无 穷 维 的 , 2 是 EE 中 有 界 开 集 ,9€ 0， 
A :0 一 EE 全 连续 , A9 = 0, 并 且 
Ant [Az] 0. (4*1) 
则 A 具有 正 固有 值 与 负 固 有 值 , 各 对 应 有 属于 3Q 的 固有 元 . 
证 取 
sup laz 
“> ArT 
WlaArz]2lzl,Vz€20. 于 是 ,根据 引 理 3.1 的 系 知 
deg( 1 - 44, 0,0) - 0. (4*2) 
但 显然 
deg(1, 2, 0) - 1. (4*3) 
PRG, ES hu Cr) zr- taAx, WE (4:2) A 5 (4 3) LL 利用 同 
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伦 不 变性 知 : 必 存 在 0< to<1 及 xo € 90, EI h, Cg) 0, B 


Ax 7 Azo Ayo 1170. 

同 理 ,由 | - aAx 1» larl, YxE30, 仿 上 面 的 推导 可 知 : 
存在 zr1 E90Q, 使 Axl=41xi,A1<0. 证 完 . 

注 1 注意 ,定理 4.1 对 于 有 限 维 空间 是 不 成 立 的 . 例 
如 ,考察 $3 注 5 中 的 算 子 A:R?—R?,i € Az—z,,z-re^, 
acri D, 显然 ,对 任何 满足 OC QCR? 的 有 界 开 集 0, 
有 inf lAz| = inf Iz] >0, 但 A 无 任何 固有 值 . 

另外 ， 对 于 线性 全 连 续 算 子 AIE—E(E X 818), LA 

inf | Az] =0, (4*4) 

其 中 加 是 满足 EEC 的 任 一 有 界 开 集 . 事实 上 , 若 a= inf 
lAr|>0. HE EE, |z| =1, TE à >0, # zE. F 


是 
lazl= |Ha] 14212. 
其 中 M= suplzl. 由 此 可 知 
inf 1Az|>y >0. (4*5) 


| | = 
由 于 瓦 无 穷 维 , 故 其 单位 球面 不 紧 , 从 而 存在 | z,|C 巨 ,| ,| = 
1(1 一 1,2,…), 使 
zn — zm 二 eo (nm). 
其 中 eo 是 某 正 数 . 于 是 ,注意 到 (4.5) 式 , 知 
1 Az, ML de x 


Jeter 
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>E (n*m), 
故 1Az， 没有 收敛 子 列 ,此 与 A 的 全 连续 性 矛盾 . 
由 此 可 知 , 在 无 穷 维 空间 巨 中 ,只 有 非 线性 算 子 A, 才 可 能 
HERH). 
定理 4.2( 见 [42]) 设 EE 是 无 穷 维 的 , ALE- E 全 连续 ， 


40=0,4 在 0 处 Frechet 可 微 ,并 且 


lim laal- +o, (4-6) 
I x I| = + œ lx 


那 末 , C i) 任何 pw 天 0, pou, (n =1,2,…) 都 是 A 的 固有 值 , 即 
存在 x,€ E, x,75 0, 1% Az, = pr p XÆ |n, RA (OHER 
固有 值 ; 

Ci). lim zl=+ o. 

证 设 EQUO uu, n-71,2,::). 根据 定理 2.6, 
可 取 r0 充分 小 ,使 

degl I - LA, T, 0) - +1, (4:7) 

RwvT,ixiixi«rl.3—Jrii; B(4:65, R R>r, f 
>|zl,YxE9Tr, 这 里 Tn= IxllzlI«RI.-FHdR 


| ta: 
u 
据 引 理 3.189 & Atl 
deg(1 - ŽA, Tr, 0) -0. (4-8) 
由 (4.8) 式 与 (4.7) 式 ,得 
-L F 
deg( 1 ŽA, Tr NT. 0) 
" "S a _1 
= deg( 1 ZA. Te» 0 | deg( 1 ZA. T, 8] 
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-0-(t1)- € 1-0, 
从 而 ,存在 x, € Tr \ T,, 使 z= A 于 是 结论 ( i ) 获 得 . 
下 证 结论 (ii ). 用 反 证 法 . 车 ( ii) 不 成 立 , 则 存在 c>0 及 p, 
o0, fi] x, | 志 c(n=1,2,…). RR | m | (oO 
(否则 , 取 某 子 序列 即 可 ). 
若 =>0, 则 当 n RAK >N, A | nu] > 部, 从 而 


År,” 
Je |= A cM n>N, 
z, | T 


其 中 M= sup | Ar], W5 p 一 oo 矛盾 . 
若 rz=0 则 x, 一 0, 从 而 


注意 到 


EP y, = pre, Ial Onla JE 
»= Tz I»121.1 PAESESOILPS 


| A Co |, HlAn24 n 充分 大 时 ,有 | | 1 LA'CO D Jt 5j 
ps, 一 co 矛盾 , C ii ) 式 成 立 .证 完 . 
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Jim, 下 dm = t oo, (4-9) 

则 任何 4750 都 是 A 的 固有 值 , 即 存在 x, € E, x,750, W Ar, 
= ur i3 B im | a, |= +0. 

证 由 (4.9) 中 第 一 式 及 A 的 连续 性 知 , A0 = 0, H A'CO) 
= 0( 零 算 子 ), 故 A'(9) 没 有 非 零 固有 值 . 证 完 . 

注 2 此 系 是 [46] 与 [47] 中 结果 的 改进 . 

定理 4.3( 见 [42]) E E ÆREN, AE— E 全 连续 ， 
A0 — 0, A 在 无 穷 远 点 co 处 Fréchet 可 微 , 并 且 


asl. + o, T 


lim 
HExd-—0 
那 末 ( i) 任何 yy 关 0, £u, (n =1,2,…) 都 是 A 的 固有 值 , 即 
存在 x, € E, x,750, E Az, = ur, XE | s | ECT A (o ) l8 


全 系 固 有 值 ; 

Cl lima, = 6. 

W iy EEO, pÉ un, n71,2,:-). 仿 定理 2.6 之 
证 明 ( 或 见 [9] 定 理 21.2) 可 知 :可 取 充 分 大 的 尺 >0, 使 


deg 1 = 7A, Te 0) = t1, (4:11) 
其 中 Tk = iz|| zl<R1. 另 一 方面 ,由 (4*10) 式 ,可 取 0<r< 
Ri | Las] 121. Vr€8aT,ix8B T,-dxllxl«rl. F 
是 ,根据 引 理 3.1 的 系 知 

deg(T- LA, T, 0) 20. (4:12) 
由 (4'11) 式 与 (4.12) 式 知 ,存在 xz, € E, c], |] E Ri f x, = 
PCT i ) 获 证 . 
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TEHE). 用 反 证 法 . RC ) AB Sr, 则 存在 so >0 
及 p, 一 oo 序列 ,使 | x [>en 21,2, 72. RE | n | 
(egt cx + co)( 否 则 , 取 某 子 列 即 可 ). 

若 r< + o%, 则 当 n EA XO > NB End 
2c, 从 而 


P 一 leam, Vn»N, 


其 中 M= sup | Ax |, KWS w 一 co 矛盾 ， 


IERES 


d coo co, Wi 
NO LE e 
n-o | 站 
注意 到 
dad 152, 7A 922, 


i | irse 
| zen | [z 15 Jaf | A'Coo) y, | 


其 中 y, -全 本 lnl = 1, [A nS A C lx] 7 


lA Cœ), EMAK n ZIKE, H |en |<1+ Aol 5 
4 SFE A ) ERE. 证 完 . 
X 设 巨 无 穷 维 , A:E->E 全 连续 , A0 = 0, 并 且 满 足 ， 
Arl æo, lm lÆl- 


izio Tz METLEE: W^ 
那 末 , 任何 n 750 都 是 A 的 固有 值 , 即 存在 r, € E, x, 750, tE 
Ax, = ptu tH lima, =ð. 
证 由 假定 知 A (co)=0( 零 算 子 ), 故 4 Coo) BER HERE E 


有 值 . 证 完 . 
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例 4.1 考察 非 线性 积分 方程 
up(z)= | kleslo) l dy, (413) 


Jd p>1, kle, yE GX G Estft GER. | kle, y)dr>0 
(Vy€G), GRR 中 某 有 界 闭 集 . 证 明 ; 对 于 任何 y 750, 27 
程 (4.13) 都 具有 不 恒 为 零 的 连续 解 p,(x); 并 且 
lim| elc * (4414) 
iml e, |. - 0. (4-15) 
证 考察 算 子 
Ap(z)= | e)l ec ^d». 
则 A = Kf, K JÉV E Cx, yy) 为 核 的 线性 积分 算 子 ,f 是 
Heubukuit AF, fo(x) 7 f(x, p(xz)), f(x; u)7 |u|’. 由 第 
一 章 定理 1.1、1.2 K 1.3 知 f 是 映 L*(G) 入 上 L(G) 的 连续 有 界 
算 子 ,从 而 A = Kf 是 映 L?*(G) 入 C(G) 的 全 连续 算 子 , 当然 可 
MAR LIGA L?*(G) 的 全 连续 算 子 . 我 们 有 
14p(z)j 委 Me 人 
其 中 M= max Gr y). ATL Agli M GnesG2» | elf, 
V o€ L'(G). 由 此 可 知 (注意 p>1), 


A p 
i AG (4*16) 
Velo doi" 


另 一 方面 ,利用 [45]143 页 定理 192, 得 
工 
laele = (f. |f 6r 0L oC las lac? 
QesG)s | dz J £c» | p(y) |?dy 
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= cmesG) | [op Cy) I^dy | Elz, dz 
2(mesG)s !lolt^, Ve€L'(G), (4:17) 
其 中 B7 min | k(z,y)dz>0, 故 


lAgh^ 05 (4*18) 


I A oC TATE. 
由 (4:16) 式 与 (4.18) 式 ,利用 定理 4.2 的 系 知 :对 任何 í 50, 都 
存在 o, € L'(G), o,750, ll Ao, = ps ;并且 
lime, = + o. (419) 
由 于 和 AA 上映 L?(G) 入 C(G), 故 e, € C(G). 又 由 (4.19) 式 ,并 
注意 到 
lgu l1 <| p lc (mesG)s, 
即 得 (4.14) 式 . 另外 ,由 (4'17) 式 知 
Lad Leslie = LAo, l2 B GnesG)? | e, I 
从 而 
lgh <8 GesG)5 | pls. 


Lue, C1 = | [Gs Les O2 I^» | <M vH. 


故 得 
le. le e o, Mte Mg lmesG) ul (a0), 
由 此 可 知 (4.15) 式 成 立 WEE 
注 3 此 例 中 的 结果 是 [46] 中 结果 的 改进 ,关于 


Hammerstein 积分 算 子 的 固有 值 与 固有 元 的 讨论 ,还 见 [36] 、[57] . 
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下 面 介 绍 歧 点 概念 . 

it E E Banach 空间 , 0 是 E 中 开 集 , 0€ Q. A: QE, 
A9= 909. 考察 方程 

Ax = Àx (4-20) 
AER, rE. 

定义 4.1 设 MoERL. 如 果 对 于 任何 给 定 的 es >0, SUE RT 

足 方程 (4.20) 的 x, A 存在 ,使 得 
[A7 Ao| €e, 0« | x | «e, (4-21) 
则 称 4o EAT 4 的 野 点 . 

注 4 显然 ,Ao 是 A 的 歧 点 的 充分 必要 条 件 是 :存在 序列 
A, r,(n971,2, 7), f& Ax, - Az, (n 71,2, 2, 9E Hà, ào, 
x,750,c,--0. 

HS 歧 点 及 其 理论 具有 广泛 的 应 用 . 从 应 用 问题 提出 的 
许多 形 如 (4.20) 的 方程 , 当 A 很 小 时 , 只 有 和 零 解 9, 这 表示 处 于 
平衡 状态 ; 当 4 增 大 到 某 一 数值 10 时 ,方程 (4.20) 开 始 出 现 非 
替 解 ,表示 平衡 状态 的 消失 ,此 AS 即 A 的 歧 点 . 所 以 ,在 应 用 
问题 中 , 歧 点 常 代 表 “ 临 界 负 荷 "、“ 临 界 温度 ”“ 临 界 速 度 ” 等 临 
界 值 (参看 [48} 一 [54] ) . 

另外 , 也 可 考虑 更 一 般 的 方程 

F(x,A)-0, (4:22) 
其 中 F:OXR!—E,F(0,2)50. 如 果 对 于 任意 给 定 的 e>0， 
都 有 方程 (4.22) 的 解 (zx, 4) 存在 ,使 (4*21) 式 成 立 , 则 称 Xo 是 
方程 (4*22) 的 歧 点 . 但 应 用 问题 中 大 多 是 (4.20) 形 式 的 方程 ， 
故 下 面 我 们 限于 讨论 方程 (4.20) 的 情形 . 

定理 4.4( 歧 点 的 必要 条 件 ) 设 A:0 一 FE XU OEN, 
A0 7 0, A 1E 0 处 Fréchet B] it . 那 末 ,如 果 AQ250 是 A 的 歧 
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点 , 则 Ao 必 是 A'(0) 的 固有 值 . 
证 用 反 证 法 . 假定 1o 不 是 A'(9) 的 固有 值 , 由 于 AC 
(0); E E 是 线性 全 连续 算 子 , 故 存在 a>>0, 使 
[A a)r- Aox | Z2al xl. VrC€E. (4*23) 
由 A(9) 的 定义 及 A0 — 0, 可 取 r>0, fl 


14z-4(b)zls3lzl vizl<r. (424) 


于 是 ,由 (4'23) 式 与 (4.24) 式 知 : 当 |4-io|<S,0<1zl<r 
时 , 恒 有 
I Ax - Ax | 2 | AC x 7 Ao] 
-IAx - AO x| - 1207 3] zE7 $120, 

由 此 可 知 , Ao 不 可 能 是 A 的 歧 点 . 证 完 . 

定理 4. 5(Leray - Schauder) i$ 4:0 一 已 全 连续 ,0OE 0, 
A0 — 0, 3E BL. A XE 0 处 Fréchet 可 微 . MR, 如果 200 是 A 
(9) 的 奇 代数 重 数 固有 值 , 则 Xo 必 是 A 的 歧 点 . 

证 不 妨 设 io>0(Ao<0 的 情形 类 似 ). 任 给 620. 由 于 
A“(9) 是 线性 全 连续 算 子 , 故 其 非 零 固有 值 是 孤立 的 , 因此 可 取 
0€ zXe(r« AQ), E A 在 [Xo 一 rt,X0+ c] PER Ao 外 无 其 他 固 
有 有 值 . 于 是 , 根据 定理 2.6 知 ,9 DERE LA ola 的 
孤立 不 动 点 , 并 且 其 指数 


ind( 了 一 


1 m (1)8 " 
PELA D=O D, (4:25) 


ind( 1 - A, 0) = ( - ^*, (4*26) 
0 €t 


其 中 p 表 A'(9) 的 大 于 4o 的 固有 值 的 代数 重 数 之 和 , Bo KA 
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(9) 的 固有 值 1。 的 代数 重 数 . 由 假定 , Bo 是 奇数 ,因此 ( -1)4 
zE( -1)^* &, 于 是 ,由 (4.25) 式 与 (4.26) 式 知 


1 E 1 
ind(I à z , Àg- T , . (4 27) 


于 是 , 可取 0<r<e, 使 


deg( fs Ix TrA To 0, Adeg- 1 A, T, 0), (4:28) 


其 中 T,= | i E 
CL E PEYCTET VAS 

W ho=1 TELA ve 于 是 , Hi (4-28) AD 
OKLASKI, x1 €2T,, Bh, (0) 26, BB Azi = Aizpa] =r, 
à,7ao* Qt; - De; Bib, 0< [xi] =r<e, | àro] &r« e. 
故 40 是 4 的 歧 点 .证 完 ， 

注 6 在 定理 4.5 的 条 件 下 , 必 至 少 是 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(i)a X A 的 固有 值 , 且 对 满足 6C 0" Ca* CQ 的 任何 
ARF N, SU zx*E900* 存 在 ,使 Ax* =r“; 

Cii ) 存 在 $20, FEF (Ao, Ao * wp) 中 所 有 的 数 都 是 A 
的 固有 值 ; 

(省 ) 存 在 7”>0, 使 开 区 间 (Ao 一 人 Mo) 中 所 有 的 数 都 是 
A 的 固有 值 . 

证 设 不 是 ( i) 的 情况 , 则 存在 有 界 开 集 Q1, OEN CMA 
COQ, 使 Ar 关 Xo0x, YXxE901. 于 是 ,由 引 理 2.1(ii ) 知 ，inf 


|Axz-2Aox]»0. 由 此 易 知 , 存在 c, > 0, 使 inf 


r€30,.|A7Àg| &r 
1 1 


| Ax - Ax 1 20. 根据 同 伦 不 变性 知 , 对 于 所 有 满足 14 一 10| 声 
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rı 的 4,deg( 1- FA, 01, 0) 取 同 一 数值 , 设 为 m. 
另 一 方面 ,由 定理 4.5 的 证 明 过 程 知 ,对 于 所 有 充分 小 的 * 
>0, (4'25) 式 与 (4.26) 式 都 成 立 , 由 (- 1) 6 C7 1) Po, i 


下 列 两 式 
(一 1)2 尖 mo， (4.29) 


(—1)^* oz m, (4-30) 
中 至 少 有 一 式 成 立 . 若 (4.29) 式 成 立 , 则 可 取 $2002 « rr), 使 


id 人 7 一 7A, 8 )deg( 1 - 1... 0 Vd east 


由 此 可 知 , 存在 z, € Qr 0 (I-A) = 680 Ar, = 
Ar, (V Ao A <L Ap t 7y); 这 就 是 (i) 的 情况 . 

同 理 , 若 (4'30) 式 成 立 , 则 可 证 存在 7 ”>0, 使 对 任何 Ao ~ 
7" LAL VB ri € Q,, x1 550 FE, 1E Ari = xx LIBI 
C 放 ) 的 情况 . 证 完 . 

注 7 OX ALIE E 是 线性 全 连续 算 子 , 则 由 定理 4.4 知 : 
如 果 Mo 天 0 是 A 的 歧 点 , 则 Ao 必 是 A 的 固有 值 ( 因 为 A (0)= 
和 A); 反 之 , 如果 ho 天 0 是 A 的 固有 值 , 由 于 其 属于 AS 的 固有 元 
加 上 零 元 素 构 成 巨 的 有 限 维 子 空间 , 故 Xo 显然 是 A 的 歧 点 . 
因此 ,对 于 线性 全 连续 算 子 而 言 , 歧 点 与 固有 值 是 一 至 的. 

例 4.2 设 E=R’,A:;R’>R? 定义 如 下 : 


A Wd cd Wu 
r= , lI 


Bax * raxa Cai x$) 
其 中 B; i20, ri2rj20 都 是 常数 . 易 知 


3 | 
A (0)= 
id (or; 
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显然 A'CO), 只 有 两 个 固有 值 A1= Fi A25 Bo, 而 且 都 是 单 重 数 


固有 值 (属于 Ai 的 全 部 固有 元 为 a < 天 0; 属于 A, 的 全 部 固 


0 
有 元 为 | | c 关 0), 于 是 根据 定理 4.4 和 定理 4.5 知 , A 恰 有 两 
TE ARA, 8,27 fi. 
这 也 可 直接 验证 如 下 :这 时 , 7; fà (4:20) y 
b *tryaxj(xitai)-Ax, 
(4*31) 
faxa t+ raxa(x1 + x2) = Axa. 
ES za = 0, zi 天 0, 则 解 方程 (4.31) 得 知 , 只 当 4 > p, 时 ,方程 
(4.31) 才 有 解 ,并 且 解 为 


人 一 
x17 1A, x:70. 


于 是 显然 B 是 A KKA +0 Bt, s10), xx ik 6 中 
(ii ) 的 情况 . 
若 在 (4.31) 中 令 zl 70, 2,750, WRA, REA à >p, 时 方 
程 (4'.31) 才 有 解 , 并 且 解 为 
à- P 


r2 


Bx p 是 A 的 歧 点 ,这 也 是 注 6 中 (i) 的 情况 . 易 知 A 无 其 他 


(n) 


x70, rž 


歧 点 . 因为 车 Ao 是 A 的 任 一 此 点 , 则 存在 r” = | Jes 


xi? 
gU 及 4'" 一 40, 使 (4-31) 式 满足 
piri + riz P DG)! zh) ] AO (9, 
p 十 ror (rf) + (2$ y^] AU», 
n-1,2,-7. 
182 


HTC xn21,2,),8 x1? |, I$ [RE ARR 
有 无 穷 多 项 不 为 零 , 例如 , 设 第 一 TERI x(')30(i21,2, 
e). TÆ, 由 上 式 中 第 一 式 得 

ril? p =a (191,2; 5, 
4 i>, Í$ Ao- B, 0, B Ao 7 g,. [38,5 | xi? PEAREN 
多 项 不 为 零 , 则 可 得 A= bh. 总 之 , 只 有 pob 才 是 歧 点 ， 

例 4.3 设 一 水 平 轴 处 于 无 弯曲 状态 , 其 一 端 固定 . 今 在 
其 另 一 端 加 一 水 平方 向 的 力 书 . 显然 , 当 已 很 小 时 , 轴 仍 无 弯 
曲 ,但 当 已 增 大 到 某 一 数值 Po BT, 轴 开 始 弯曲 , 试 求 此 临界 力 
P(E 2-4-1). 


设 轴 的 长 度 是 

1. 由 力学 知道 , 弯 

曲 u(s) 满 足下 而 

的 常 微分 方程 边 值 

问题 
du du 3 
eli ($4) |*= mole us 
u(0)=u(1)=0 (4:32) 

其 中 o(s) 表 轴 的 硬度 . dE (4:32) ()7 - 5, W 

"S | &G Dade, (4-33) 


其 中 


rs sS 
k(s,t)= 
(175), s>t 


是 对 应 的 Green 函数 , x (5) 25 FRA XE SE ER ECCO E s C1). 由 
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(4:33): 0 
E 1 
«Gea-o F Darts -Darde — (430 


从 而 
E 1 
«Go |i dt -r+ [ -Dd 


-s(1-s)z(s)= INEDEOGT 
0 
十 fh (1—1)x(t)di= | k, Cs, t) x (2)dt, 


(0x s1), (4:35) 


其 中 
1-t, s<t; 


Go 
-t, sDt. 
FE, 寻求 边 值 问题 (4.32) 属 于 C? L0, 1] 的 非 零 解 ,转化 为 寻求 
下 面 的 非 线 性 积分 方程 
«Go rp) [ac oscar 1- [| SEREGI 
(4°36) 
属于 C[0,1] 的 非 零 解 (这 里 , 硬度 o(s ) 当 然 认 为 是 正 的 ,连续 
的 ). 取 瓦 =C[0,1], 令 
1 1 2 
Ar) =o) | (s Dade 1- [| &/G x COdt | n 


BrG)7 eC) |. ks, t) x Ct)dt, 


E | Pe Odds 
易 知 , B:C[0,1] 一 C[0, 1] 全 连续 , Bi: C[0,1] 一 C[0, 1] 全 连 
续 ( 注 意 到 (4.35$) 式 ), 并且 
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ERE AI Pe | 
xi. 


DOIEETES IPIE V x(s) € C[0, 1], Bj PENES S HT. 

X C[0,1]PB95R Ix C] I x] «21, Rl ERM A: T;— C[O, 

1] 全 连续 , A0 = 0. 于 是 ,方程 (4.36) 具 有 (4.20) 的 形式 , 其 中 4 
1 


p: 
易 知 当 P 很 小 时 , 例如 当 0<P<1B|7! 时 ,积分 方程 
(4'36) 没 有 非 零 解 . 事实 上 , 若 存 在 x (5) € To, x (5), fil 
(4.36) 式 满足 , 则 
0< | zx IP] Bx | & PI BI: HE xl « Hel. 
得 出 了 了 矛盾 . 这 表示 , 当 力 P 很 小 时 , 轴 不 会 产生 弯曲 . 
我 们 有 
Azr(s)= Bz(s).VI-[Biz(s)]2， 
注意 到 当 0 委 v 委 1 时 ,有 1-~ v 委 V1- v, AMOS HVIS 
v, 得 ( 当 xr(s)€ T; 时) 
| Az(s) -Br(s)|=|Bzr(s)|:(1 2 /1- Bax G2) 
<| Bz(s)| Biz GO Pc] BE BI EP. 
故 


| Ax - Bx] 18]: |B PH zl’. 
由 此 可 知 A 1E 0 处 Fréchet 可 微 ,并且 A'0— B. 于 是 ,由 定理 
4.4 及 定理 4.5 知 ,4 的 ( 非 零 ) 歧 点 必 是 B 的 固有 值 ,而 B 的 
( 非 零 ) 奇 代数 重 数 男 有 值 必 是 A 的 歧 点 . 


考察 方程 x = uBx, 即 线性 积分 方程 
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2G) 7 ppt) | kG Dzar, (4-37) 


它 等 价 于 线性 边 值 问题 (wy) = | eG COO 
+ ho(s)u(s)=0， u(0)=u(1)=0. (4-38) 
由 常 微分 方程 知 , 问题 (4.38) 的 特征 值 ( 即 使 问题 (4.38) 具 有 非 
零 解 u(s) 的 u 值 ) 都 是 正 的 , 而 且 都 是 单 重 数 的 , 因此 , 其 最 小 
特征 值 yo 即 是 所 求 的 临界 力 Po: Pu = po(po ! 是 算 子 A 的 最 
XH). 

特别 地 , 若 o(s) 1, 则 熟知 问题 (4.38) 的 全 系 特征 值 en 
= mr2z(2 =1,2,…)( 都 是 单 重 数 的 ), 这 时 临界 力 Po = r. 

注 8 A (9) 的 偶 代 数 重 数 固有 值 可 能 不 是 4 的 歧 点 .请 
ETERA. 

Bj 4.4 R E-R^A:R?^——R?)zxiTt 


zia) X1 
Ax ; r7 ; 


x- xi 


ESI 


则 A0=0. £50 A'(0)xr— | | s math. 于 是 10=1 
T2 


& A (9) 的 固有 值 , 而 且 代 数 重 数 为 2. 但 4o=1 不 是 A 的 歧 
点 ,因为 A 实际 上 没有 任何 固有 值 , 这 可 证 如 下 :车 有 4 与 xz， 
使 Ar = Ax, 则 
xit X23=AT1, T27 XI= Àr. 

以 r 与 zl 分 别 乘 两 式 , 然 后 相 减 ,得 zy+z4=0, 即 工 =0. 

但 有 下 面 的 定理 (证 明 从 略 , 参 看 [6] ): 

定理 4.6(Kpacuocemeckuü, 见 [6]) 3t H X X Hilbert 空 
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间 , 人 2 EH 中 开 集 ,9->0. i£ ANHA, E B A E X SB 
连续 泛 函 下 :0 一 尺 : UM E:Ar-grdF(r),Vxr€ Q,JF Hit 
F & Q 是 一 致 (Fréchet) 可 微 的 .又 设 A 在 9 处 Fréchet 可 微 ， 
A'(0)& &X ik & XS ET. 那 未 , 如 果 10 天 0 是 A’(9) 的 固 
有 值 , 则 AQ EA 的 歧 点 . 

注 9 还 可 以 引入 渐 近 歧 点 的 概念 . 这 时 需 设 A 的 定义 域 
NEE 中 茶 球 的 整个 外 部 . AQ€ RI. 如 果 对 任意 给 定 的 e 
>0, 都 有 满足 方程 (4.20) 的 xA 存在 ;使 得 |4-)ho|<e， 


Irl > 十 , 则 称 26 是 4 的 渐 近 歧 点 . 

可 证 ,前 面 所 述 对 此 点 的 结论 对 渐 近 战 点 也 类 似 地 成 立 (以 
A (RE A'(0)). 例如 , 若 人 全 连续 且 在 co 处 Fréchet 可 
微 , 则 A 的 渐 近 睦 点 Mo 天 0 必 是 4 (09) EG EA LA (09) BE 
代数 重 数 固有 值 10 天 0 必 是 A 的 渐 近 歧 点 等 . 


$5 严格 集 压缩 场 和 凝聚 场 的 拓扑 度 


本 节 将 假定 下 是 严格 集 压 缩 映 象 或 凝聚 映 象 ,这 是 比 全 连 
续 映 象 更 广泛 的 一 类 算 子 , 这样 的 f= 了 -下 称 为 严格 集 压 缩 场 
和 凝聚 场 . 我 们 要 建立 这 两 种 场 的 拓扑 度 概念 以 及 相应 的 一 些 
不 动 点 定理 , 它们 是 全 连续 场 的 Leray - Schauder 度 以 及 
Schauder 不 动 点 定理 等 的 推广 . 为 此 , 首先 要 介绍 非 紧 性 测度 
的 概念 . | 

EX. 5.1 WX E ÆY¥ Banach 空间 .S 是 EE 中 有 界 集 . 令 

a(S)=inf16>0|S 可 表 为 有 限 个 集 的 并 :S= Ü S, 


使 每 个 S, 的 直径 4d(S;) 都 志 61. (5*1) 
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SR OSalS)< +co.a(S) 叫 做 S 的 非 紧 性 测度 . 

注 1 非 紧 性 测度 的 概念 是 Kuratowski 5| 89 (I, (58) ) , 

引 理 5.1 非 紧 性 测度 具有 下 列 性 质 (S, THE FKA 
集 , a 是 实数 ) : 

Ci )a( S) 2065 S 是 相对 紧 集 ; 

(ii )SC T-a(S)xa(T); 

(lll )e(S) 2 aS); 

(iV)a(SU T) 2 mxla(S), a( T)!; 

( V)a(aS) - lala( S), &rP aS- ÍIx|z-az,z€Sl; 

(VD)a(S* T)€&a(S) ta( T), RP S+T= {zr|r=y+ 
z,y€ S,z€ Tli 

(Vii)a(coS) - a(S). 

证 (i) (ji) 是 显然 的 . 

cdi )h SCS 及 (ii ) 知 ,有 a( S) &a(S); 8—JriBi, 对 于 
任 给 的 。>0, 存在 分 解 S= Ü Si, 使 4(S)<a(S)+e,i=1, 
2, m, HF d(S)  d(S)€a(S) * e, S= Ü S, lt 
(S)&a(S)* e. 再 根据 c 的 任意 性 , 即 得 o (S) a(S). 

(v) 令 7=maxjla(S),c(T)} .由 (ii) 知 wy 和 a(SUT); 


另 一 方面 ,Ye >0, 存 在 分 解 S= U S; 及 T= Ü T, lE d(S;) 
Xa(S)texinte,d(Tj)) Ka(T) *exigte,i7l)2, s.m; 
j=1,2 sn. H SUT- (U S)UCU T) BAI CSU T) 


7+e, 再 根据 e 的 任意 性 , 即 得 <(SUT) 委 7. 
(V)a=0 Hf, a(aS) 7 lala( S) BRRL. Fit a 关 0. 


Ye>0,3S= Ü S, d(S)X«a(S) te, ic 1,2, m. 显然 
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有 aS= Ü (4S). 4(4S) 7 | a ld( S) € lala(S) * | a le, lt a 
(aS) ala(S) * lale, FRIE e 的 任意 性 ,得 o (aS) la la 
(S); 另 一 方面 , 利用 此 结果 , 又 有 a(S) —a(a 'l- aS) 
[a ^"! |alaS)= lal "'a(aS), AT (aS) ZlalaCS). 

(v) Ve»0,3S- Ü Si 及 T= Ù T;, {Ë d(S;)< a(S) 
+e, d(T;)<alT) te. $ Vj=lr|e=y+z,y€S, z€ 
T,|, BR S* T= UV d V) Kd (S) * 4(T)) Ka(S) a 
(T) * 2e MUR alS i T)«aCS) *ta(T) *2e, EH e 的 任意 性 
f&a( S* T)&a(S) * a(T). 

(Vi) 先 证 一 个 下 面 要 用 的 结论 :对 EE 中 任何 有 界 集 TT, 必 
有 d(coT) = d(T). 事实 上 ,只 需 证 d(coT) xa( T). d d 
(coT)>d(T), 则 存在 xo, yo € coT, f£ | xo- yo] » 4€ T). $ 
So= |x| [x ^ xo[ 4C), FÆ 9€ So HETA TES 
(BER TC So, W coTC SQ), MEE z; € T\ So0. 令 S*= 
tzl le- zoll aCD)1, ER TC S*, AM coTCS*. 但 因 
|zo7 xo] 2 4 CT), SR 9€ S" ffi zo € coT, J£ 5 coTC S" HF 
盾 . 

现在 证 明 (Vii). 由 于 coS = coS, 故 由 ( 诈 ), 只 需 证 明 a 
(coS) 2 a(S), 3X X. HEBR a(coS) a(S). 

任 取 ai >a(S), 于 是 存在 分 解 S= Ü S. d( S) aGi- 
1,2,*5, m). BOX a; Xa, Ë G(S,) X a4(i 71,2, m). HI 
上 述 结论 知 | 

d(coSj)-d(S;j)X€a, (i-21,2,-*, m). (5:2) 
^ 
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D- fala = (Ai, s Am) 24 = 1,Aj zo = T52552:5 m)| . 
i=l 


则 DD ÆR” 中 有 界 闭 集 . ACD EX ERVEFSRX(QOWIT: 
X(A)- EIE = > az x; € cœ, i= 1,2, e,m]. 
对 X(4) 中 任 二 元 素 z= P an 与 y= 2) hi (zi X € 

coS;), FH (5:2) X Atl 


fz -yl< »» Aj x; ye p? àid (coS;) 
i=1 i=l 


m 
Laz p? À;745,, 
isl 


由 此 可 知 
d(X(A))€a;, VA€D. (5:3) 
令 XCD)= UXA). 我 们 证 明 
X(D)=¢coS. (5*4) 


显然 SCX(D)CceoS, 因 此 要 证 (5.4) 式 ,只 需 证 明 X(D) 是 凸 


集 即 可 . 设 xcEX(D),yEX(D), 则 z= Màn» 


= 5 piyi, 其 中 A= (àis 7,4,)€D,p 7 ui, s Um) ED, 
i=l 
Xi, Yi 人 EcoS;. BRA z=hr+(1-h)y,0<h<1. BAA z 


m 
mi 

= > wn 其 中 
i=l 


v; = hà; *t(1-5h)pj, 


ES hà; 4 (1- h) 
SUM tO A) hA *(ü-h)g) 
显然 v = (v, ”9 v,)€D, z; € coS;, 故 z€ X(D). 因此 X 
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(DENR .(5:4) 式 成 并 . 

4 g= laiaz) 20. XE A€ DEL XOR XOH y 
Bet, M X, A) = Ix] inf ,Tr-z|< gl. 由 于 S 有 界 ,从 而 
oS 有 界 . TE, 易 知 存在 8>0, 使 Xp)CX,(A) 对 一 切 1E 
D,u€D,lu-al«9o HRE. 由 于 DD 是 R” 中 紧 集 , 故 存在 
分 解 D= U D, 4d(D;)<6(j=1,2,…,n). 任 取 4,ED;, 有 

X(A)CX,(), VAED,, j2l2,.n. (5-5) 
4 X(D) 7 UXA). 由 (5.4) 式 知 coS = Ù X(Dj). X f 
(5.5) 式 及 (5.3) 式 知 
d(X(D))) &4(X,QO;)) &d(X(1)) +27 
Xa;t2g7aí,-9g€&a, (j=1,2,.…,n), 
由 此 知 a (coS) x a,; 再 根据 o1 (2 a CS)) BS FEE TE, BA a 
(coS) ia( S). uESÉ . 
例 5.1 IRE Banach 空间 E 是 无 穷 维 的 , B, 与 S, 分 别 表 
E 的 单位 球 和 单位 球面 , 即 
By-ixlfzl«ti, S;-ixlilxlil. 
下 面 证 明 
a(Bi) 2 a(S,) 22. (5*6) 

证 由 于 B,-coS, BORSI S. 1C iii ) 5 (Vil) 4l a (Bi) 

-a(Bi) * a(coS)) - a(S)). FiEa( $)) -2. T 4(S,) 2, 


B aCS)S2. E <(SD)<2, 则 存在 分 解 Si= D) T, E 4C) 2, i 
-1,2,, m. BUE T, 均 为 闭 集 (否则 , 以 了; 代替 T, 即 可 ). 由 于 


E RERA, HOFTE E M m+1 维 子 空间 ED. 令 pP = 
191 


E®+P N Bı, Sou) = Ec? f Sy que E Eo? n T, 则 


m 


TO D 是 Eo tds, 并 且 Se U TD, 4 f(x)= 


i= 


dlx, T" *?)-. min. | x - zl JU C2 Bí" P 上 的 连续 函数 
ET nega 


(i=1,2,…,m), 令 

fi) GG S fO, g(x)= f(x) - fC x). 
Wg.B("'"— E(w*) 连 续 而 且 是 奇 映 象 . 如 果 0€ g 
(S("*U), WE EM 1. 7( Borsuk 4E F8) All deg, «1(g, Bí" *, 
b) 是 奇数 ;但 另 一 方面 , g 显然 是 降 维 的 , 故 由 定理 1.4 之 4 知 
deg, i (g, Bt2+0, 0)=0, 由 此 是 出 矛盾 . 故 必 有 0Eg 
(S("*"), Bl fg fe zo € SP, f£ g(xo) = 0, fCro) = 


m 


fC xo) EF Si"? = U TIPP, HE xS ATA TH ,从 
而 f, Cro) = 0, 因而 又 有 f (axo) 70, B TI^ P 是 闭 集 , 故 
Sape Tt”*0 .于 是 

2-2 [xo Co x | &a (T+?) KAT) 
此 与 4(T;)<2(i=1,2,…, m)7F 8 . 证 完 . 

3385.2 设 1S, | 是 E 中 一 串 有 界 闭 集 , SDS DSD 
…, 并 且 S, 关 O(n=1,2,…). WF a,  a(S,)0( n 90BT), 
MKE S= N S, BEE 中 非 空 的 紧 集 . 

证 显然 只 需 证 明 如 下 事实 :VY x, € S,(n =1,2,…), 都 必 
存在 收敛 子 列 |z | C 1x, 1, 8E x, xo € S.( 事 实 上 ,由 于 ro 
ES, ik S 关 9; 又 V |z, |CS, R z, EE S,, n= 二 1,2,…, 故 由 
MERKATI z, 一 zo€ S, 从 而 S EZR). 


S, 具有 分 解 S, = U S? d( SÍ?) «a(S,) t -1,2, 
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24). Biz CS HUI Ls UFE P [RUE 
个 SO zip, A mi d (ixl )«a(CS,) * 1; h Fir, 
rP, e Ics BUE Pn >DATE P RETF 


X^ sO 之 中 ， 从 而 d(l} < a(S) + 考 ;同样 ,由 于 
1x9, 22, | CS, Bub Ix LO DFPE [0 Lg 


全 含 于 某 个 S49) 之 中 , 从 而 d(x DC) 15 这 样 继续 
下 去 ,所 得 的 对 角 线 序列 jz 名 上 | 必 收敛 . 事实 上 , 当 mon 时 
有 

| 多 -人 <a(S,) +E, 
由 此 ,注意 到 a (S, )990( n9), BAT | x07 | JE E. 中 基本 列 ,从 
而 >xoEE. 由 于 当 mn 时 , r € S,, 而 S, 是 闭 集 ， 


BÉ roE Si(n=1,2,…), 从 而 xo€ S. 证 完 . 
定义 5.2 iW E, E; 是 实 Banach 空间 ,DCE, 设 A:D 


E: EZAR. 
C i ) 如 果 存 在 常数 & 之 0, 使 对 任何 有 界 集 SCD, 都 满足 
a(ACS)) &ka( S), (5:7) 
则 称 A 是 D ER k- 集 压 缩 映 象 ; 特 别 E< 1 时 的 上 一 集 压缩 
Wt PROS PS FERREA AS. 
C il ) 如 果 对 任何 非 相 对 紧 的 有 界 集 SOD, 都 满足 
a(ACS)) €«a(S), (5-8) 
则 称 A 是 D 上 的 凝聚 映 象 . 


注 2 显然 ,A 全 连续 名 A 是 0 一 集 压 缩 的 ;4 严格 集 压 缩 
>A 是 凝聚 映 象 ,但 反之 不 成 立 ,可 以 举 出 不 是 严格 集 压缩 的 
凝聚 映 象 的 例子 来 ( 见 [59]). 于 是 ,严格 集 压缩 映 象 和 凝聚 映 
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象 是 全 和 连续 映 象 的 推广 . 

荔 外 ,对 于 凝聚 映 象 A:D->E,, 如 果 DD 是 闭 集 , 则 有 a(A 
(S))=0, YSCD,a(S)=0. ZE, Vy,= Ar,E€A(S), 因 
SARR, E D Bl, FEE es] BT PI, 说 xo€D. 根据 A 
的 连续 性 知 ,yn = Ar, Arg € Ej, K A(S) 相 对 紧 . 这 时 有 : 

a(ACS))xa(S), VS EX, SCD. 

引 理 5.3 (| )di A:D— E; 是 Ai- 集 压缩 映 象 , BiD— 
E, 是 有,- 集 压缩 映 象 , 则 A - B: D— E, Æ k+ k,- KIEA 
象 ; 

Cil )3$ A: D— E; Æ Lipschitz 映 象 ,Lipschitz 常数 为 L, 即 
满足 

lAr - Ay|l &LIx -»l. Vx, y€D, (5*9) 
IR, A ED 上 是 L - REFRA; 

(DEF A:D>E, Æ k,- KERR, ACD) GCLE,, 
B:G>E; 是 ,一 集 压 缩 映 象 , 则 BA:D>E; Æ b; b, — 集 压 缩 
映 象 . 

证 Ci ) 对 任何 有 界 集 SCD, 由 引 理 5.1( vi DETTA 
(A+B)(S)CA(S)+B(S), 
a((A+B)(S)) 

S:a(ACS) * B(S))&aCACS)) +a(B(S)) 
shkia(S) t b;a(S) - (kj * b;)a(S). 
( i) 首先 , Hr (5-9) 5X0 A 连续 有 界 . 设 S 是 D 中 任何 有 


界 集 . 任 给 。>0, 于 是 ,存在 分 法 S= Ü Si,d(Si)<a(S)+s 
(i=1,2,…, m). 显然 A(S)= Ü A(S). 由 (5.9) 式 易 知 
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d(ACS)))KL4(S;) X La(S) * Le(i 21,2, m), Hilt ug A 
a(ACS)) &La( S) * Le, 再 根据 e 的 任意 性 , 即 得 a (CACS)) 
Lal S). 

CHEMARE SCD, A 

al BA(S))<ha( A(S))Skıkia( S). 
证 完 . 

X dE AIDE, 全 连续 , B: D E; 是 压缩 映 象 ( 即 
Lipschitz 常数 工 <1 的 Lipschitz 映 象 ), IRK, A + B: DE, 是 
严格 集 压缩 映 象 ;简单 地 说 , 就 是 :全 连续 映 象 与 压缩 映 象 之 和 
是 严格 集 压 缩 映 象 . 

证 由 结论 (ji)、( 上), 并 注意 到 全 连续 映 象 是 0 一 集 压缩 
映 象 , 即 获 证 . 

下 面 建立 严格 集 压缩 场 的 拓扑 度 与 凝聚 场 的 拓扑 度 , 并 建 
XJUT 8 XS I 2 E PE CASE (60) (59] [61] (342) . 

Wt 0 是 实 Banach 空间 E 中 有 界 开 集 , A: QE, f= 了 -~ 
4. 如 果 4 是 Q 上 的 严格 集 压 缩 映 象 , 则 称 f 是 严格 集 压缩 
场 ,如 果 A 是 Q 上 的 凝聚 映 象 , 则 称 了 是 凝聚 场 . 

9]385.4 设 =T-A4:0-~> 巨 是 凝聚 场 , 则 

(1)f 是 固有 了 映 象 , 即 任何 紧 集 DCE 的 原 象 1 (DOS 
是 紧 集 ; | 

( ji) 了 是 闭 映射 , 即 任何 闭 集 SCA 的 象 f(S) 都 是 闭 集 . 

证 (i)$ D,-f !(D)(D,CQ), ll Dj CACD)) * D, 
从 而 a(Di)&aCACD))) * a(D)  e(ACD))), till a] All a 
(D1) 2 0C; wa(Di)>0, 则 由 于 A 是 凝聚 映 象 , 有 a (A 
(Di)<aCDi)) ,从 而 D, 是 相对 紧 集 . 再 证 Di 是 闭 集 . 设 
z,€ Di, x, x9 €. S y, 7 f(x), WI y, € D. 由 DD 的 紧 性 ， 
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存在 子 列 Ji. IWED. 又 由 f 的 连续 性 知 ， Yn, E qum 
(x9), EE yo 7 f(x9); x9€ f 1 (D) - Di. 因此 Di EHE .从 


而 D ÆR. 
( ji ) 设 y, € f(S), y," * yo€ E, ZUE yo€ f(S). i =f 
(z) 2 ES(n=1,2,…). 令 S= [yoyo] RA S, ÉE 


HRR. 由 (i 站 ) 知 /1(S1) 是 EE 中 紧 集 . 由 于 €f (S1), 
nn 二 1,2,3,…. 故 存在 子 列 r, € E. 由 于 S 是 闭 集 , 故 xo 
€ 5, 再 根据 f 的 连续 性 知 y = fC >S Cro), AM yo — f£ 
(x9), WESS), EE. 
注 3 引 理 $.4 显 然 是 引 理 2.1 的 推广 .另外 ,从 引 理 5.4 
JE ULP EIE HO x EBD IR GO HIA. 
下 面 先 给 出 严格 集 压缩 场 f 的 的 拓扑 度 定义 . SEA) 
= 1f|f=I1-A,A:0>E Èk- ERME |. 
定义 5.3 设 0 是 E 中 有 界 开 集 , A: NSE 是 一 集 压缩 
映 象 ,k<1,f=I-A. 
(1) 设 6€ f(20). S Di= coA(5), 并 归纳 地 定义 
D, » coA(D, (10), n=2,3,.. (5-10) 
CI ) 如 果 对 于 某 个 z= no D, (107 Ø, WH n>no Bt D, 8 
没有 意义 , 这 时 规定 拓扑 度 
deg( f, Q, 0) - 0. (5:11) 
Cii Sit D,(1002 0(n71,2,3,,). FÆ, D, 门 0 是 一 
PESARA. 令 D= [| D, WD 55D, 都 是 有 界 凸 闭 集 ， 
E D,z5O. 显然 DDD. i D-DD, W 
D, = coA(D, ,010)2c)A(D, 00) = De，ii 
于 是 ,根据 归纳 法 知 , D, 12 D,(n 22,3, 7,0. 由 引 理 5.1 
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(vii), 并 注意 到 A 是 一 集 压 缩 映 象 , 知 
a(D,)  a( ACD, .,01 0)) &bka(D, ., 00) X ka (D, 1), 
从 而 a(D,)k'a(Q). 注意 到 &A<1, 即 知 a (D, )-0. 于 是 , 根 


据 引 理 5.2 知 D= (1 D,Z O, A DÆE 中 紧 集 . 同样 ,由 
D,- NADD, NNA, « (D, 0)-0, HIE 5.2 30 D) — 


fi CD,mna) 也 是 下 中 非 空 紧 集 . 由 于 
4(D,na)Cco4a(D,na)= 了 DCD， 
故 
A(DNE N ACD, NAC f) D,- D. 

BT DEZE, M A 作为 映 DPa 入 D 的 算 子 是 全 连续 的 . 
于 是 , 根据 全 连续 算 子 的 延 拓 定理 (第 一 章 定理 2.7) 知 , 存在 全 
EZAT, A 0 D,?4 x € DOO Bb, EA A r= Ax. $ fi 
-I-A, 8500€ f1(30)( 若 存在 x4 €90,18 filo) = 0, Wu] 
xzZ0= Aizg€ D, Fill Aixo = Axo, f x9) 7 fi 19) 7 0, E5 0 
€ f(30)7FJR). 于 是 Leray - Schauder JE deg; s( fi, Q, ORÈ 
X . 规定 拓扑 度 

deg( f, 2, 0) = degis (fi, Q, 0) . (5:12) 
易 知 按 (5.12) 式 定义 的 deg f, 0,0) 5 f, 的 选择 无 关 . 事实 
上 , 设 AND EA 的 另 一 全 连续 延 拓 ( 当 x€DODQOHN,fü 
8 A;r-Ar)fi1-43.4 

H(t,x)9* r-iAux-(1-1)A;z, Vx€QO, Oxir«l. 

今 证 H(t,x)s50, V0xzi1, x E90. 事实 上 ,车 存 在 Oct 
1,xoE90, 使 H(to, x9) 2 6, Bl x5 — toAizro+ (1— to) Azo. 


注意 到 A zo9€ D, A229 € D, D HR, W £4 A x9 * (1— to) 
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Azzo € D, Bl r€ D. PHM x9€ DNA, Aizo 7 Azro = Arg; xo 
= Axro, 此 与 6€ f(90)7F J& . 于 是 根据 Leray- Schauder EE Wy 
同 伦 不 变性 知 
degis (Cf, R, 0) 7 degis Cf), Q, 0). 

git np An, fECS-12) XXE XL] deg( f, Q,0)5 f, 的 选择 无 关 . 

(2) pCEN FOA). HT f- p- I-A- p 1525 n Eft 
严格 集 压 缩 场 ( 仍 属于 (0)), 且 当 € 2 时 , f (7) — 570, 
故 按 (1), MINE deg( f — p, 02,0) 有 意义 .规定 拓扑 度 


deg( f, 9, 力 ) = deg(f- bQ, 0). (5:13) 
至 此 ,严格 集 压 缩 场 f 在 Q EXT p 的 拓扑 度 deg(f,Q, 
户 ) 的 定义 全 部 完成 . 


HA X AXDLEHTSEr'W—zEXD,nazo 
(nn 二 1,2,…) 所 述 的 情况 . 事实 上 ,这 时 xz € D,00(n 1,2, 
s). BUDE FA EO ENTERS. FCD 站 5， 

定理 5.1 P AIQOE $3E8,f- 1- A, pCEN f(20) 
则 把 A HS Q 上 的 0 一 集 压 缩 映 象 按 定义 5.3 所 定义 的 拓扑 
度 deg(f, Q, p) 与 按 定义 2.1 所 定义 的 Leray 一 Schauder 度 
degrs( Q, p) TRSE: 

deg( f, Q, p) 7 degis(f, Q, p). (5-14) 

证 H(5:13) X, RER p = 9 来 证 明 (5.14) 式 ,如果 是 
定义 5.3(1)( i) 所 述 的 情况 ,这 时 (5.11) 式 成 立 (p = 0). 根据 
注 4 所 述 , A 在 Q 上 必定 没有 不 动 点 , 因此 Leray 一 Schauder 度 
degisCf, 0,0) -0, B (5-14) X por. . 如果 是 定义 5.3(1)( i) 
所 述 的 情况 . 设 全 连续 算 子 A I0 D 是 定义 5.3(1)(ii ) 中 所 
述 的 延 拓 算 子 ( 当 € DOO; 时 ,4iz=4z), 令 
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H(t,x)2 x - tA, x -(1- 1)Ax, YVE, Oxcr«l. 
SiE H(1,x)0, Vx € 90,0 tcl. 事实 上 , 若 存 在 x9 €9 
Q, 0x rol, E H(to, xo) 7 0, BI 

rg7 tgA, x9 * (17 to) Aro. 
H ArQ€ Di, AizroEDCDI 及 Di 的 凸 性 , 知 x0 € Di; 于 是 
4zroED，,, 再 由 4izoEDCD, 及 D; 的 凸 性 ,并 注意 到 上 式 ， 
又 知 zoE D; ;这 样 继续 下 去 , 可 知 rzoE D, (ni 71,2, =), AT 
xo€ D, $t Aixo = Azo, To= toAro+(1- to) Axo = Aro, IEE 
0€ Fa0) 的 假定 矛盾 . 于 是 ,根据 Leray - Schauder 度 的 同 伦 
不 变性 , 知 
deg;s( f, Q, 0) — degis fi, 2, 0), 

由 此 , 再 注意 到 (5.12) 式 , 即 知 (5.14) 式 成 立 . 证 完 . 

引 理 5.5 H f=I-AED, (0), k<1, 0E fN), HÆ 
定义 5.3 中 (1)( i ) 所 述 的 情况 , 设 E FAUR SDD, HAS 
nQ)cs. 又 设 B:Q 一 S 连续 (从 而 全 连续 ), 且 当 «esa 
时 , Bz = Axr. $ g=I-B. M 

deg( f, Q, 0) = degis(g, N, 0). (5:15) 

证 dE A, 广 如 定义 5.3(1)(i) 中 所 述 . 令 

H(t,x)-r-tAjxr-(1-:)Bz, Vx€Q, Oxixl1. 
今 证 H(1,x):50, V x €an, 0xirs1. 事实 上 , 若 存 在 n € 
20,0sts1l, f H( to z0) = 090, 注意 到 S 是 凸 集 上 且 SOD,'H 
roQ7 toAqxo + (1— 29) Bx9 € S, Ai Bx9 = Azo, x9 = tg Á iro 
*t(1- to) Azo 由 于 Ax; € Dj, Aux; € DC Di, EE xo 7 
toy Ap ro * (17 tj) Aro € D1; 因此 又 有 Aro € D;, Aux9 € DC 
Dj, ili zo = £9 Aixo * (17 t9) Arg € D;. 这 样 继续 下 去 ,得 知 
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rz0ED, (n=1,2,…). 从 而 x9 € D. FÆ Azo = Azo; 29 7 
toAro+ (17 to) Axo = Axo, 此 与 90€ f(90) FJA . 根据 Leray 
- Schauder 度 的 同 伦 不 变性 , 得 

degıs(g, N, 0) = degrs( fi, Q, 0). (5:16) 
Hi (5-16): 5 (S-12), 即 得 (5.15) 式 . 证 完 . 

定理 5.2 严格 集 压缩 场 的 拓扑 度 具 有 下 列 性 质 : 

Ci QiESUfE:deg(1, 0,p)=1, Vp€ 20; 

Cii ) 可 加 性 : 设 Q1, Q: 是 N 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 , p 
€ f(QN CQ,U R)IK, 

deg( f, N, p) ^ deg f, Q4, p) + deg( f, R2, p); 

(市 ) 同 伦 不 变性 ; 设 H:[0, 1] X QE 连续 , 并 且 对 每 一 个 
固定 的 1:€ [0,1], H(t, -);Q-- E Èk- SBIEARBR IB, E 1E 
与 上 无 关 ), 而且 HO, z) 对 于 上 在 任何 点 toE[0,1] 的 连续 性 关 
Tax€0d—S8M. Ax) r-H(,z). E p€ (20), 
VOSS, M deg(h,, Q, p) RIRA YOS). 

Civ ) THE (Kronecker 存在 定理 ): 若 deg(f, 2, p) 540, 则 
方程 f(x) - p 在 0 内 必 有 解 ; 

(V ) 切 除 性 : 设 Qo 是 Q 的 开 子 集 , 且 9 € FCON Qo), U 

deg( f, 2, p) = deg( f, No, p); 

(vi pE f(20), W 

deg( f, Q, p)= deg( f- p, 2,0) 

证 (ji ) 由 定理 5.1 和 5.2( i) 直接 推出 .(Vi) 由 定义 5.3 
中 (5:13) 式 即 知 .(V) 由 (ji ) 与 (iv) 直 接 推出 (参看 定理 1.3 
(v) 的 证 明 ). 由 (Vi), RER p= 0 的 情形 证 明 ( ii) 证 )、 
(iv) 即 可 . 
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Cil )i& 6€ f(QN CQ,UQ)). 分 下 列 几 种 情况 讨论 . 
1” 设 对 A 与 0, 都 是 定义 5.3(1)(ii ) 的 情况 .这 时 ,对 
于 0 显然 也 是 定义 5:3(1) Cil ) 所 述 的 情况 . 有 
DVNGG0, D?f10;0, DNAZØ, 
DUcD, DO CD, 
» - (5:17) 
A(D?f10))c DO), ACDO f10,) c DO), 
A(D(10)CD, 
其 中 DW 与 DY 分 别 表 对 于 0, 5 A, 按 定义 $.3(1)(i) 所 作 
出 的 也. $ A,;:0— D 表 定 义 5.3(1) Cli ) 对 D 作出 的 全 连续 
算 子 ( 当 xEDNG 时 , 恒 有 A r-Ax).f-I-A, 根据 定义 
GIDA, A 


deg( f, Q, 0) = degis( fis 2, 0), (5:18) 
根据 引 理 5-5, 有 

deg( f, 21, 0) = degs Cfi, Ni, 0), (5:19) 

deg( f, Q5, 0) = deg; s (f, Q5, 0). (5:20) 


根据 Leray — Schauder 度 的 可 加 性 , At 

degis Cfi, 2, 0) 7 degrs(fi, {21,0) + degrs(fi, 29,0). — (5:21) 
Hi (5:18) — (5-21) EX, (8 

deg( f, Q, 0) = deg( f, 24, 0) + deg( f, Q,, 0). (5:22) 
2' WX 0, 5 0; 两 者 之 中 有 一 个 ( 设 为 Q1) 是 定义 5.3(1) 
Cil ) 的 情况 , 而 另 一 个 ( 设 为 0,) 是 定义 5.3(1)( |i) 的 情况 . 
这 时 ,对 于 Q 显然 是 定义 5.3(1)( fi) 的 情况 . 又 由 (5.11) 式 ， 

有 . 
deg( f, R2, 0) — 0. (5:23) 


根据 引 理 5.5 知 ($.19) 式 成 立 , 其 中 f 1- A, 如 1 中 所 述 . 
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又 ,根据 定义 知 (5.18) 式 成 立 . 下 证 
"degis( fi. 05, 0) 7 0. (5:24) 
事实 上 , 若 degis Cfi, R2, 0) #0, MWEE x9 € Q5, f 户 (zo) = 
0, BI ro= Ax4€ D, ÙX Aito = Arg, ro = Arg. 于 是 ,由 注 4 知 ， 
对 于 2 VE 5.3(1) Cli ARERR, 此 与 假定 矛盾 . 故 
(5'24) 式 成 立 . 由 Leray - Schauder 度 的 可 加 性 (5.21) 式 成 
X. .于 是 ,由 (5.21) 式 (5.24) 式 (5.23) 式 (5.18) 式 及 (5.19) 
式 即 知 (5.22) 式 成 立 . 
3 设 对 于 01 与 0; 都 是 定义 5.3(1)( i ) 所 述 的 情况 . 这 
时 ,根据 定义 ,有 
deg( f, 21, 0) = deg( f, 05, 0) - 0. 
FE, 要 证 (5.22) 式 成 立 , 只 需 证 明 
deg( f, 2, 0) - 0. (5-25) 
由 注 4 知 4 在 2i 5 0; EISE, Ami 6€ f(Q,UO). 
于 是 
6€ f(Q). (5-26) 
ERF Q 是 定义 5.3(1)(i ) 所 述 的 情况 , 则 根据 定义 知 (5.25) 
式 成 立 . 故 下 设 对 于 Q 是 定义 5.3(1)( ii ) 所 述 的 情况 . 于 是 
(5:18) Ur, 其 中 f= I-A, n i Bre . 我 们 证 明 
0€ f1(0). (5:27) 
FXE, E 0€ 广 (G), 即 存在 x9 € 0, 1E filr) 20, BI zo= 
Aj,x9€ D, Afi Aj xo 7 Axe, x9 = Arg, HES (5:26) CF Jr . 故 
(5' 27) 式 成 立 . B(5- 27) xk, 利用 Leray ^ Schauder 度 的 
Kronecker 存在 定理 知 degLs( fi1, 2,9)=0, 由 此 再 根据 (5.18) 
式 即 得 (5.25) 式 .Cil ) 获 证 . 
202 


Civ 4E E Tii Cii ) 的 证 明 过 程 中 , 实际 上 已 经 证 明了 (jy)( 对 
p= 0), 因 为 我 们 已 证 从 (5.26) 式 可 推出 (5.25) 式 . 
(iE H([0,1] xQ) 是 EE 中 有 界 集 . 事实 上 , 若 不 然 ， 
WEE :,€[0,1], x, EQ, È 
| HG, zn) |> + oo (5-28) 
不 失 一 般 ,可 设 1:9 € [0,1] CS DUI, 取 某 子 列 即 可 ). 我 们 有 
| HG, || HG, x) 7 HGo zx) | + | Go 2]. 
(5-29) 
由 HC JE k- SEERHRD | HCto x) (AF, EH HG) 
于 + 在 to 的 连续 性 关于 zE 0 是 一 致 的 , 知 | H(i,, z) -H 
Go, IDAR, AREG 29) 5E | HC xz,)| 上 有 界 , 此 与 
(5'28) 式 矛盾 . 因此 五 ([0,1]xG) 有 界 . 令 Dr ^ coH([0, 1] 
x0), 
D; *coH([0,1] X (Dz-,00)), (n32,3,--) (5:30) 
对 任何 固定 的 2€ [0,1], $ D,(2) - coH(t, Q), 
D,(t)=coH(t, D,- NO), (22,3,7) (5:31) 


显然 
D,(G)CD;, VOKIS, n-21,2,3,-. — (5:32) 


如 果 对 某 n= no, D; OQS Ø, Uf (5:32), D, (2)010— 
Ø, VOSI. 于 是 , 根据 定义 5.3 知 
deg(j0,0)=0，Y0 委 上 委 1， 
同 伦 不 变性 即 获 证 . 故 下 设 D; 00z0(n-71,2,3,-). 于 是 
Di 0(n-21,2,3,--). 显然 D/ ODZ . €& D-DD, W 
Dj 7 coH([0,1] x (D7-,010)) 2coH([0, 1] 
x (DE 103) 3 Dis 
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根据 数学 归纳 法 知 

DDD} (n=2,3,.…). (5-33) 
任 给 e 20. XHfEfSI to€ [0,1], HF HC tq, t): QE Zk- RE 
4883, a ( HCtg, D; ,000)) X ka (D7 ,0 0) ka Dg .,), KF 


在 分 法 H(t0, D; D) 7 Ü S, d(S) «ka(Dz.)) +e, i= 
1,2,…, m. 由 假定 , 存在 66。 20, f 4 | e co] « og ET, THU 
| HG zx)- H(to, x)| &e 对 一 切 rE6 成 立 . 令 Si:= {xrld 
(x, Sj) &&l, I(19, 89) 5 (t9 — 05, tot 69)1[0, 1]. 于 是 
HGo à) XCD7-0))C Ü St, 
d(St)«d(S,) * 2e € ka( D] .,) * 3e, 
由 此 可 知 
a(H(I(to, ôo) X Dz ,010)) ka(D; 1)+3e. (5-34) 
根据 有 限 覆盖 定理 , 存在 1€ [0,11] (2 9 1,2, 5, 5), 18 [0,1] = 
Ú 105,828. 
a( H(1(5,8) X (D2 0) ka( D] .,) *3e, 
1-71,2,:5,5. 
于 是 ,根据 引 理 5. (V) 5 (Iv ) 得 
&(D2)-a(H([0,1]) x (D; mnD)) 
=a (U HOC, 3) X D7.,0)) 
= max H(I; 9) X (D7 4 x0) 
ka(D’*_1)+3e. 
再 由 e 的 任意 性 ,得 
a(D; )&ke(D;.,), n=2,3,., 
204 


从 而 a(DI)«&k" ta (DË). S a(D; )--0. 根据 引 理 5.2 知 
D's D; EE 中 的 非 空 紧 集 , 而 且 显 然 是 凸 集 ( 因 为 每 个 


DI 都 是 凸 集 ). 同样 ,由 引 理 5.2 知 D' naoa 也 是 EE 中 非 空 紧 


集 . 由 于 
H([0,1] x (D; 1Q)) CcoH(C[0,1] x (D; 00) 


-D;.CD;, 


H(0,11x CD* nà)C f) HCO,1] 
x(D;nà)C f D; =D". (5:35) 
根据 第 一 章 定理 2.7 知 , 存在 全 连续 算 子 G:[0,1] x QD", 
Hr, 2) € [0, 1] XCD' QD) BT, EA GC z) - H(t, x). 

giz)-x-G(t,x). 
我 们 证 明 

deg( ^,,.Q, 0) = deg;js(g,, 0,0), VOscrs1. (5:36) 

事实 上 , 对 任何 固定 的 上 E [0,1], 分 两 种 情况 讨论 : 
1° 的 全 3(1)( i Brei 


情况 . 于 是 
. deg(h,, Q,0) -0. (5:37) 


由 注 4 知 ,这 时 HO, ) 在 人 上 没有 不 动 点 ,从 而 GG, DEA 
上 也 没有 不 动 点 (因为 , 如 果 存 在 x9 € 9, 使 Gt x9) = zo M 
XoED"*, 从 而 GCz, xo) 2 H(z, xo), H(t, xo) = xo, BI zo Æ 
H(t, 2) BR 80 58, F). 于 是 , 根据 Leray 一 .Schauder 度 的 


Kronecker 存在 定理 知 
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deg;s(g,, 0, 0) - 0. (5:38) 
由 (5:.37) 式 与 (5.38) 式 即 知 这 时 (5$.36) 式 成 立 . 
Z Itho 假定 是 定义 5.3(1)(i) 所 述 的 情况 . 注意 到 
(5:33) 3 (5: 350 X PHSF 5.5, 得 知 
deg(A,, R, 0) = degis(g,, 2, 0), 
故 (5.36) 式 成 立 . 下 证 
€ g.(90), 0x1. (5-39) 
事实 上 , AFE OKS, xo € 90, fE g, (zo)=0, 则 有 zo=G 
(19, x9) € D' , Bt G(tg, x9) = H( to, xo), zo ^ H(to, xo), 此 与 
假定 6€ A,(42),0x t FR . B ( 5-39) Sz. B (5:39) 
式 , 利 用 Leray 一 Schauder 度 的 同 伦 不 变性 ,得 知 
deg;s(g,, {2,0)= const, VOZtSLI. 
于 是 , rH (5:36) 5X, 即 得 知 
deg(h,, 2,0) 2 const, YOKI. 
证 完 . 
Hs EMME, wR EETA Ht, c) AuTi 
形式 : 
H(t, x)= tAx * (Y - t) Bz, (5-40) 
其 中 A:0->E SBiQ-—E 都 是 六 一 集 压缩 映 象 (k<1). 显然 
H:[0,1] x 0— E 连续 . 对 于 固定 的 1E€[0,1] 及 SCQ, 有 
H(i, S)CA(S) * (o- 2) BS), 
从 而 : 

a(H(t, S))<ka(A(S))+(1- 1)a(B(S)) 
tkha(S)+(1-1)ka(S)= ka( S), 
Ey5.H(t, 0X b - FEMRE. 又 显然 
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[H(i, x) 7 HGto x2 | M | t - to, 
其 中 MosuplAzl *supl Bc]. & 有 H(t,x) 对 t 在 to 的 连续 关 
于 xzE0D 是 一 致 的 . 

定理 5.3 严格 集 压 缩 场 的 的 拓扑 度 具 有 下 列 性 质 : 

1 边界 值 性 质 ;deg(f, R, p) RS f Eon 的 值 有 关 , 即 : 若 
f.g 都 是 Q 上 的 严格 集 压缩 场 , pEE\ f(30), 并 且 当 x E90 
时 , 恒 有 f(x)=g(xz), 则 必 有 

deg( f, N, P) 7» deg(g, Q, p); 

2 连通 区 性 质 : 当 p YEE N f(30) 的 连通 区 中 变动 时 , deg 
Cf, 2,p) 保 持 不 变 , 即 : 若 p1, ps 属于 E\/(30) 的 同一 连通 
K, 那 末 deg( f, Q, p1)= deg f, Q, p2);. 

3* 缺 方向 性 质 ; 若 存在 yo € E, yo750, 1E 

LEIN, c20-f(x)*ptry, 
那 末 必 有 deg(f, Q, p) 70. 

证 和 定理 1.4 中 的 1"、2"、3" 的 证 明 完 全 类 似 (注意 到 上 
面 的 注 5 以 及 引 理 5.4( 目 )). 从 上 略 ， 

注 6 可 以 证 明 (参看 [34]), 严格 集 压 缩 场 的 拓扑 度 是 惟 
一 的 , 即 : 若 三 变 元 f, 0， 的 整 值 函数 deg(f, N, p) x 8,0 

实 Banach 空间 E 中 一 切 有 界 开 集 , SRE MP- NER, 
<1 是 固定 的 ,p 取 p€EE\/(90) 的 一 切 点 ) 具 有 定理 5.2 中 
的 性 质 (1 ) (Ci ) (前 )(CVi)， 那 未 ,此 整 值 函数 必 等 于 定义 5.3 
中 定义 的 拓扑 度 ， 

下 面 ,利用 严格 集 压缩 场 的 拓扑 度 来 给 出 凝聚 场 的 拓扑 
E.S rO) = FlA=T-4,4:0-~ 下 是 凝聚 映 象 1. 

定义 5.4 WOJRETSSTS.,f-1-A,A:Q—E È 


凝聚 映 象 , p€E EN 了 (30). 根 据 引 理 5.4( A F(aQ) 是 巨 中 
207 


闭 集 ,从 而 r= d(p, /(20)) — int |f) - p1 20. 任 取 严 格 
REAR BAE 使 
lAr- Bel< $. VESA: (5:41) 


这 种 B 是 存在 的 , 例如 , 取 B= kA, EF k 小 于 1 而 充分 接近 1 

即 可 . 令 g= 了 -了 .由 于 当 zEagQ 时 
lg 7 2m fGo 7 pl- | Ar- Bz] 
»:-i-2 (542) 
BUE X. 5.3, deg(g, Q, DAEX, 定义 凝聚 场 上 的 拓扑 度 deg 
Cf. Q, p)Ņ: 

deg( f, Q, p)-deg(g,Q, p). — (5:43) 

注 7 要 使 定义 (5.43) 式 是 合理 的 , 必须 证 明 按 (5.43) 式 

定义 的 deg(f, 2,p) 与 映 象 BB 的 选取 无 关 ， 即 车 BE Bi, 


BSE FAREM, BRR | P 
jar PE f Te | (5-44) 
那 末 必 有 
deg( g, Q, p) 7 deg( gi, Q2, p). (5-45) 
今 证 (545) 式 如 下 : 设 B 是 &- 集 压缩 04<1), Bi Æ ki- 
RER <1), 则 显然 B 与 Bi 都 可 视 为 ky - 集 压 缩 映 象 , 这 
Æ k= max|k, kı <1. 4 
P T h(x)- z- H(t, x). 

B 465 44), 3 z€20,0«:«1 时 ,有 
TOR | 
m|fG)- 2l -7£1Ax- Bxl - (47 0] Ax - Bix] 
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_tr_(l-t)r_2r, 
Arra r 


于 是 , 根据 严格 集 压缩 场 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 (注意 到 前 面 的 注 
5), 即 得 (5.45) 式 . 

HS 当 太 =T-A 本 身 就 是 严格 集 压缩 场 时 , 显然 可 取 定 
义 5.4 中 的 BB 为 A, 从 而 f=g; 由 此 可 知 ,此 时 按 定义 5.4 定义 
的 拓扑 度 和 按 定 义 5.3 定义 的 拓扑 度 是 一 致 的 .所 以 ,凝聚 场 
的 拓扑 度 是 严格 集 压缩 场 的 拓扑 度 的 推广 . 

定理 5.4 凝聚 场 的 拓扑 度 具 下 列 性 质 : 

1° 正规 性 .deg(1, Q, p) -1, Vx € Q5 

2° 可 加 性 : 设 0,, 0; 是 0 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 , 且 p 
€ f(QN (Q4U Q5)), WR 

deg( f, Q, p) ^ deg( f, Q4, p) * degC f, R2, p); 

3 同 伦 不 变性 : 设 H:[0,1]] x QE 连续 , 并 且 对 每 一 个 固 
定 的 £€ [0,1], HC, -): QE 是 凝聚 映 象 ,而 且 HC, zx) 对 于 
t 在 任何 点 to€ [0,1] 的 连续 性 关于 x EQ 是 一 致 的 . hx) 
-zi-H(,x). Æ p€ h, (20), VOsCt«1, ll deg(A,, 2,p) 保 
HAYO); 00 

4° 可 解 性 (Kronecker 存在 定理 ); 若 deg( 刻 0,z) 尖 0, 则 方 
程 f(x)=zp 在 Q 内 必 有 解 ; 

5 切除 性 ; 设 OV 是 N 的 开 子 集 , 且 pE), WE 

deg( f, Q, p) 7 deg( f, Ro, p); 

6 E p»€ f(20), NJ 

deg( f, N, p) 7 deg( f- p, 2, 0). 
证 1° 显然 成 立 ， 


2 由 于 QQ \(Q1U 0;) 是 闭 集 , 故 由 引 理 5.4 知 AAN 
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U 0;)) 是 闭 集 ,从 而 
To= afya MfG - p] »0. 


取 严 格 集 压 缩 映 象 B:0->FE, 使 
| Ax - Br] , VEQ. 


于 是 ,根据 定义 5.4 5 (g-1- B) 


deg( f, Q, p) 7^ deg(g, Q, P) (5*46) 
deg( f, Qi, p) 7 deg(g, Qi, p) (5:47) 
deg( f, N2, p)-deg(g, N, p) (5-48) 


但 是 当 xEQ\(Q1U Q2) B 
lg(z)-pl>1f(z)- pl- lAr- Bz | 


故 pE g(Q\(Q1U 92)). FÆ REER S2) 
deg( g, 9, p) 7 deg(g, Q1, p) + deg(g, N2, p). (5:49) 
Hi (5:46) — (5-49) iXX, 即 得 | 
deg( f, R, p) — deg( f, Ni, p) + deg( f, Az, p) 
3 先 证 VY :,€ [0,1], FE 8 20, 25 |t- to| <8 时 , 恒 有 
deg( h,, Q2, 5) = deg(A, , Q, p) (5:50) 
由 假定 ro=d(p, h; (30))= an (z)- »|»0. 又 由 假定 ， 
存在 $>0, 使 
| HG, z)- H(z0, 2)] < 2. 


vlz-to|<8, xen. ` (5:51) 


下 证 此 6 即 符合 要 求 . 事实 上 , 取 & 满足 
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(5552) 


si 
4 Br=kH(to x). H B:Q>E m""—— 


一 集 压缩 映 象 ), 且 满 足 : 当 xE0 时 ,有 
| HCto, z) - Br| 2 (7 $)| H(zo, x)| 


故 根据 定义 5.4 X 
deg(h, , Q, p) 7 deg( I - B, Q, p). (5*54) 


现任 给 *, 满足 | 上 -如 |< 8, 由 于 当 zE3a0 时 (注意 到 (5.51) 
式 ), 有 
[h (x)= sp], p] - Go x) - HG. x)| 


TQ 4ro 


>t- 5 


Aro 


d(p,h,(80))- inf |h, (x) - p] (5:55) 


由 (5.51) 式 与 (5.53) 式 知 , 当 xz E56 时 ,有 
| HG, x) - Ba | 
«HG, x) - H(zo, x)| 十 [H(to, x) ~— Bx | 


fo, fo Ato. 1 (Ato s 
«$8 i735) (5:56) 


TÆ, 由 (5 EN 与 (5.56) 式 ,根据 定义 5.4 知 
deg(h,, 2, p) -deg(1- B,Q, p), VI|t-to|l<6. (5:57) 
E (5-54): 55 (5:57) X, 即 得 (5.50) 式 . 
再 利用 有 限 履 盖 定 理 , 即 知 
deg(A,, R, p) = const，0 委 上 委 1. 
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4' 用 反 证 法 . 假定 f(x) 7 p 在 0 内 无 解 ,从 而 p € (QC 
Ef(90) 是 已 经 假定 了 的 ). H5 5.4 A c" -d(p, f(Q)) 
inf[ f(x) -pl1>0, 取 严格 集 压 缩 映 象 B:f 一 ,使 


lAr-Br|«&-, YrEñ. (5-58) 


(f=I-A). 根据 定义 5.4 知 (g=1-B) 
deg( f, 2, p)= deg( g, Q2, p). (5:59) 
由 (5.58) 式 知 x € Q 当时 ,有 
lg(z)- el21/G) - pl- lAr- Br | 227, 


故 pC€ g(Q). 于 是 ,根据 定理 $.2(iv) 知 deg(g, Q, p) -0, A 
而 , 注意 到 (5*59) 式 , 即 知 deg( f, 2, 9) 20. (4) BeiiE . 

5” 从 2 与 4 直接 推出 (参看 定理 1.3(Y ) 的 证 明 ).(6") 是 

注 9 在 应 用 上 , 常 取 同 伦 不 变性 中 的 H(t, x) 5 (5:40) 
式 的 形式 ,其 中 AQE 与 B:0~>E 都 是 凝聚 映 象 . 仿 前 面 注 
S 中 所 述 , 可 证 :对 固定 的 1€[0,1], H(t, 29:0 E 都 是 凝聚 
RR, ŽE 五 (iz) 对 上 在 任何 点 如 E[0,1] 的 连续 性 关于 rE 
0 都 是 一 致 的 . 

定理 5.5 凝聚 场 的 拓扑 度 具 有 下 列 性 质 : 

1 边界 值 性 质 ;deg( f, 0,p) 只 与 fE 上 的 值 有 关 , B: 
E fg 都 是 6 上 的 凝聚 场 ,pSE \ f(30), 并 且 当 xzE30 时 ， 
恒 有 f(z)=g(z), 则 必 有 

deg( f, 0,p)=deg(g, N, p). 

2 连通 区 性 质 : 当 p YEE N Fa2) 的 连通 区 中 变动 时 , deg 

Gf. Q, pRREANAE, BP pi p; 属于 E\ f(30) 的 同一 连通 
212 


K, 那 末 
deg( f, Q, p1)= deg f, Q, p2); 
3” 缺 方向 性 质 : 若 存在 yo € E, yoo, t 
TEAIN, rZ0-f(xr)v pt tyo, 

那 末 必 有 degCf, N, p) - 0. 

证 和 定理 1.4 中 的 1 、 2 3 的 证 明 完 全 类 似 (注意 到 注 9 
及 引 理 5.4(ii )). ABK. 

注 10 可 以 证 明 ( 参 看 [34]), 凝聚 场 的 拓扑 度 是 惟一 的 ， 
即 : 若 三 变 元 f,Q,p BUE deg(f,Q,p)GX £, Q0 XX E 
vp—HD]EEÉ.FXDOGQ)T-—KWE,.pEGSREpBCENF( 
0) 的 一 切 点 ) 具 有 定理 5.4 中 的 性 质 1"、2"、3"、6", 那 末 , 此 整 值 
函数 必 等 于 定义 5.4 中 定义 的 拓扑 度 . 

下 面 建立 一 些 不 动 点 定理 . 

定理 5.6 设 0 是 已 中 有 界 凸 开 集 ,A:G-~E 是 凝聚 映 
象 , 且 A(20)CQ, M A TE Q 内 必 有 不 动 点 . 

证 和 定理 3.1 的 证 明 类 似 ,从 略 . 

X RARE 中 有 界 凸 开 集 ， A;Q—E 是 严格 集 压缩 映 
Z, H AONA), N A 在 吾 内 必 有 不 动 点 . 

定理 5.7 ( Sadovskii, (622) 8 DÆE 中 有 界 凸 闭 集 (D 
不 一 定 有 内 点 ), A: D>D 是 凝聚 映 象 , 则 A ED 中 必 具 有 不 
动 点 . | 
证 ER n€D.4Z-1S|lz € SCD, S&P. 
A(S)CSI. 显 然 Z 关 0 (因为 DE 2Z). 令 So= MEL 显然 
Xx0ESoCD, So t Æ h BL SE, H A (S,) C So. 由 于 


col ACSo), xo} C. Ss, lit 
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A (col ACSQ), xo | ]CA(SQ) C eol A(S), xo f, 
因此 . col ACSQ rol € Z. 由 此 可 知 co A(So), zol = So. F 
是 
alSo)= alco] A(So0), zro})=al(]A(So), xo!) 
=a(A(So)), 
根据 A 的 凝聚 性 , 即 知 a(So)=0, 从 而 So 是 凸 紧 集 . 由 
Schuder 不 动 点 定理 (定理 3.2 系 1), 即 知 A 在 So 中 具有 不 动 
点 .证 完 ， 
系 1(Darbo, (63)) Ut D J& E 中 有 界 凸 闭 集 (DD 不 一 定 有 
KA) A:D>D 是 严格 集 压 缩 映 象 , 则 A 在 D 中 必 有 不 动 点 . 
R2 设 DD 是 E 中 有 界 凸 闭 集 (DD 不 一 定 有 内 点 ), 4:D-> 
E 全 连续 , B1D--E 是 压缩 映 象 , 且 (A + B)(D)CD, 则 At+ 
B 在 DD 中 必 具 有 不 动 点 . | 
证 由 引 理 5.3 HR, A A+B: DD 是 严格 集 压缩 映 
象 , 从 而 利用 系 1 即 得 系 2. 
注 11 系 2 形式 的 结论 是 首先 在 [64] 中 给 出 的 .另外 ,上 
ÀR Sadovskii 定理 显然 是 Schauder 不 动 点 定理 的 推广 
定理 5.8 设 4:E-~ 已 是 凝聚 映 象 . 如 果 集 {zx|rE€E,x 
=4Ax,0<4<1| 是 有 界 的 , 则 A YE E 中 必 有 不 动 点 . 
证 证 明 类 似 于 定理 3.3 之 证 ,从 略 . 
定理 5.9 设 0 是 E DÉSIS.0€O.d A:Q—E E 
凝聚 映 象 , 满足 
lAr- zh?>lAzl:-1zl?, YrEan (5:60) 
IR 4 在 5 中 必 具 有 不 动 点 . 
系 1 设 0Q 是 EE 中 有 界 开 集 ,9E 0. 设 A:0 一 E ERR 
映 象 , 满足 
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|Arl<|zl, vean (5-61) 


则 A 在 QQ 中 必 具 有 不 动 点 . Í 
3X2 设 0 是 实 Hilbert 空间 五 中 有 界 开 集 ,9EQ. 设 A: 


Q—H ERREZ, 满足 
(Ax,x)«|x]?, Yren, (5:62) 


W| 4 在 9 中 必 具 有 不 动 点 . 
证 证 明 类 似 于 定理 3.4 及 其 系 52 Zub, ARE . 
例 5.2 考察 非 线性 积分 方程 
HO)=1+ HG) | CD)HCD)ds (5-63) 
其 中 H CGOZEÉSR AUR EC, y(z) 是 已 知 的 函数 ,此 方程 来 源 于 辐射 
传输 理论 (参见 [65] — [69] ) . 我 们 证 明 下 述 结论 : 
设 y(1) 在 [0,1] 非 负 、 有 界 可 测 , 且 0< f coarse. 那 
K, 方程 (5.63) 必 具有 [0.1] 上 的 连续 解 HO) 21,38 BET 
列 
hoCr)91, 
AG) m 1h aGD [L9 GY, a Gs, 
i2 12,9, (5:64) 
在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 H(z). 
证 考察 线性 积分 算 子 | 
Kije | zs. (5-65) 
显然 , K:C.[0,1]— C.[0,1], 3X 8 CL [0,1] 9 Ix CO | z(t) 
€C[0,1], z(:2201. HF40<t, € n i 时 有 (x(1)EC 


[0,1]) 
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再 注意 到 


| Kx (4) 7 Kx (2) | 
tl 12 


tits tats 


- Voll ele | (4-7 )i 
= bold ele[nin(1* 7) - om(1 


$ 


<Iglulzle f |; 


lim sin(1 *tj- lm LS s) -0 


t €0 $c to 


tall 


即 易 知 K 把 C[0,1J 中 有 界 集 变 成 一 致 有 界 且 等 度 连续 的 函数 
族 , 故 K 是 全 连续 的 . S 


p 3 1- (: -afya 


显然 0< p<1. 下 面 证 明 


=0 时 ($.66) 式 显然 成 立 . 


fg do, (n=0,1,2, =). 


MAOT OLETAS TERET 


由 于 
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1 E 1 "s 
| hy a(De(dr | "o 


1 
i INR —— G)h G9) b. )dsdr, 


tts 


[]; : sd Oh (t) 9G) R GOdsdr 


à [ha "Gh G0 CO h(t)dids 


(5-66) 


设 n= k 时 (5.66) 式 成 立 , 即 


(5:67) 


故 
1 四 1 
| Ca | iyd 


+ [f eon Gon Godsdr, (5-68) 
将 (5.67) 式 与 (5.68) 式 相 加 得 
1 1 1 2 
2 my d=2] sod» (f, e (Oh. Cr) 


N= 


<2 | gtoar * 1 d (1 z 2f coa) 


=2 li = (1 -2 oco] | = 2p. 
: | 
| haa yt) dp; 


于 是 ,根据 归纳 法 知 (5.66) 式 成 立 . 又 由 归纳 法 易 知 
LEko (t) ShA (Kh SS, YOSSI, (5-69) 
h, (t)Sh, (t), VOsii«txd. (5-70) 


由 ($.69) 式 及 9 (1)2:0 知 对 任何 0<5<1, 有 

1 

sup | h, (2) 9 dt 
6 ， 1 
= sup | hg de + sup | 4, DHr. (5-71) 
今 取 1>5>0, 使 fear >0, 从 而 
1 
87 sup | ^, (CO (odr20. 

HEX SI (5-66) 3€ 5 (571) 3X5, 知 


1 
sup] KA, = sup Kh, (1) 7 sup | 1-9 GA, G)ds 
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6 1 
= sup | rh On ss |, ren GS) 
«swf. GR, GOds* r8) 
1 
= sup Í' GO GOds - sup | 9GO&, Cds * 125 
«p- pis p- (Eso ge px. (5:72) 
方程 (5.63) 可 写成 


x= hot zrKr= Ar, (5:73) 
其 中 A:C41[0,1] 一 C+[0,1] 连 续 、 有 界 (为 方便 计 , 用 m Gf 
替 (5:63) 式 中 的 HC). S S= |ho,hi,h2,…|. 由 (5.69) 式 
与 (5.72) 式 ,有 

[hn fe Pad e hot KR, [emt + ylh lc 

teha lesg 了 因此 S 有 界 , 注意 到 S=A(S)U [ho], 
知 a(S) - a(ACS)). (5:74) 
下 证 

a(ACS)) & aC S). (5:75) 
任 给 。>0, 由 于 K(S) 相 对 紧 , 故 存在 分 法 K(S)= U D; d 


(Dj))<e(j=1,2,…,n). 又 存在 分 法 S= Ü S. d (S) «€ 
a(S)+e(i=1,2,…, m). 显然 A(S)C UT; 这 里 
T; = |zlz ^ ho + xy, JES: JEDN 

i212,,m, j=1,2,., 
对 z= ho + zy, z = hot ry, rr ES yy 2 € Dj, 注意 到 
(5.72) 式 ,有 

le- z dem lzy- zy le 
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=|(z-x)y+x (y-y le 
Sļ x - x el»le* lz lely-y le 


1 
Sec e 


€ 9(a(S) te) *1— 
即 
d(T;)&q a(S)+y eL i—-1,2,":,m,j71,2,'",n 


故 


a(ACS)) uq. «G) * (n* 15; 


再 根据 e 的 任意 性 , BR (5-75): . B(5:74) 8 (5-75) BEC, 注 
意 到 mn<1 知 a(S)=0, 即 S 是 相对 紧 集 , 从 而 函数 列 
A, GO | 存在 子 序列 在 [0, 1]. E — Sole SUP SEXE AE IR C H C1), 
再 注意 到 (5.69) 式 , 即 知 函 数列 1,(t) | 本 身 也 必 在 [0,1] 上 一 
致 收敛 于 H(t), #E HU). 在 (564) 式 两 端 令 一 oo 取 极 
R, 即 知 万 (7) 是 方程 (5.63) 的 解 . 证 完 . 

注 12 对 形 如 (5.73) 的 一 般 方程 ,其 中 KIE—E EAE 
全 连续 算 子 ， E É Banach 代数 ， hy€ E. f; E UE: T E v 
RE£D,A:D—E Zk- REPET, RER = supl Krl. F 
是 ,根据 定理 5.7 系 1 可 得 结论 ; 若 D 是 巨 PAROM, H 
A:D>D, sup| Kz| € 1, X Zi € (5-73) b && D 中 有 和 解 (参见 
[66) ). 

例 5. 3 考察 Banach 空间 常 微分 方程 的 初 值 问题 . 


dz - f(1, a), 30) Sd: (5-76) 
其 中 ro€ E, E 是 实 Banach 空间 .f:[(0,4]X T, (x9) 9E, a> 
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0. T, Gro) = Ix Ix€ E, | x - xo] rl, r 90. 利用 非 紧 性 测 
度 , 可 以 证 明 下 述 解 的 存在 性 定理 : 设 f:[0,a] X T, (xo) >E 
一 致 连续 且 有 界 . 又 设 存在 常数 工 >0, 使 

al f(t, S))€La(S), Vrt€(0,a4], SCT,(x9), 
那 末 , 问题 (3.76) 在 [0,5] 上 具有 C! r= arla), AE 


ul M= If, xl. 


'"M er xT Gy) 


此 存在 定理 的 证 明 可 参看 [70] ,从 略 . 


b< min 


$6 A- proper 映 象 的 广义 拓扑 度 


我 们 知道 ,全 连续 场 /=1~ A 的 Leray — Schauder FE fij € 
TUBERA RERE, 即 用 有 限 维 算 子 来 逼近 全 连续 算 子 , 从 而 
利用 逼近 算 子 在 有 限 维 空间 中 的 Brouwer 度 来 定义 全 连续 场 的 
Leray 一 Schauder 度 . AE TUR LB EX 思想 以 及 某 些 偏 微 
分 方程 的 需要 , 可 以 引入 更 广 一 类 算 子 , 即 A - proper 算 子 , 并 
建立 它 的 广义 拓扑 度 概念 (参看 [72] 073) 、[34] ) . 

定义 6.1 X Banach 空间 E 叫做 是 投影 完备 的 , 如果 它 满 
EFIRI: 

(i) 存在 EE 的 一 串 有 限 维 子 空间 X, (2 = 1,2, …), 并 存在 
M E SIX, 的 投影 算 子 Q,(n=1,2,…), 即 Q,:E 一 X, 是 线性 
有 界 算 子 ,满足 Q, (E)=X,, 且 Q = Q,; 

(证 ) 对 任何 zEE, 均 有 Qux (| Que- x |0), 4 n 
一 co 时 . 

这 时 , 有 = |X,, Q, ORE 的 一 个 通 近 格式 . 

注 1 显然 ,任何 具有 可 数 基 的 实 Banach 空间 (特别 地 ,无 
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穷 维 的 实 可 分 -Hilbert 空间 ) 都 是 投影 完备 的 . 
注 2 由 共鸣 定理 知 :存在 常数 M>0, 使 
IQ,]M (x=1,2,3,.…) (6:1) 
定义 6.2 设 实 Banach 空间 E 是 投影 完备 的 , 卫 = | XX,， 
Q, | 是 瑟 的 一 个 逼近 格式 , Q 是 E 中 有 界 开 集 , 映 象 /0 一 五 
连续 、 有 界 . 令 @,=0PX(z=1,2,…). 如 果 对 于 任何 序列 
z, €f, ( 自然 数 序列 n, n<, n> t 0), flf 


Q-Q,G)-o0 (k>). — (62 
(其 中 yeE 巨 ), 都 必 有 | zw | 的 收敛 子 列 | zw | 存在 ,使 
zu >r EN, flr)=y, ` (6*3) 
则 称 /关于 逼近 格式 卫 是 A- proper 89; 5 r 固定 时 ,简称 f 
Æ A- proper 83 . | 
以 下 总 假定 厂 是 固定 的 ， 
注 3 在 A- proper 映 象 的 定义 中 ， 也 可 以 这 样 说 :如 果 对 
于 任何 序列 z, €f, ( 自然 数 序 列 ni € ng & s, ny * 00), fé 


得 
(6-4) 


| [n | 存在 . 
事实 上 ,由 于 Quy y, (6:2) & 5 (64) SUE ， A 
外 , 设 zw a, BR ED. 由 (6.1) 式 并 注意 到 了 的 连续 性 , 知 
[Qi S En) 7 Qf | M | FG) 7 f£ | 0, 
注意 到 (6.4) 式 , 即 得 f(x) m y KH) SUAE. 
定义 6.3 设 实 Banach ZH E 是 投影 完备 的 , 2 是 E 中 有 


界 开 集 ,了 :QQ->E 是 A 一 propr fg, pc EN f/(200. HZ X 
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整数 集 , Z = ZU1i-c, +ocof .我 们 定义 广义 拓扑 度 Deg( f. 
Q, p) 3: 

Deg( f, Q, p) - 1IY€ Z^ | f£E in | BB FZ] |n}, 使 deg 
(Q, f. Q, ,Q, (p) Yl. 

上 式 中 的 degl Q,f, Q,, Q,(p)) 是 有 限 维 空间 X, 中 的 连 
ERR QS: Q, >X, 的 Brouwer E . EU, 24 n 充分 大 时 (n> 
N), VE Q,(Co) € Qsf(90,)( 若 不 然 , 则 存在 x, EIN, C? 
N, fi Q, f(x, Q7QGD), 从 而 , 根据 f 的 A — proper TE XU, T£ 

TE | En, ESI En, >EN, f(x) 7 p, IE p€f(20)* 
JB), nm" n>N Hl, degl Q.f, Ap, Q, Co) EL, BELA, Deg 
Cf, 0, pÆ Z 的 一 个 非 空 子 集 . 

定理 6.1 设 已 是 投影 完备 的 . 若 /=1 -下 是 全 连续 场 
( 即 F;Q—E 全 连续 ), 则 f 必 是 A- proper 映射 , 并且， 


Deg( f, N, p)= |degrs(f, Q, p)]. (6*5) 
证 d ena 
Q, Fx, )-»]-^o (k>), (6:6) 


,使 F( zw ) 一 


由 于 2 zn, €0, CQ, CREE PI |, 

yo€ .于 是 ,注意 到 (6 OREG: DE, 
| zo» eos, n FCn) =| 

s [8 Fn) -30 + [8,69 7» 

«|^, -Q,FG,) -»| + M: [FG -»| 

十 | Qa 0) 7 yo|—o, 

故 rn 收敛 于 y+ yo FJ, f Æ A- proper RA . 

下 证 (6-5) 式 . 4 r= d(9, FOA) 20. 今 证 必 有 Ni >0 
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存在 , 使 
|IQ,FG)- FGO[ <r, Vr€QO, n>Ni. (6:7) 


事实 上 , 若 此 结论 不 成 立 , MWEE in HFI in |R ar En, 使 
|Q FG) = Fle) >r (=1,2,%), (6.8) 
由 下 的 全 连续 性 知 F(x, ) 具 有 收敛 子 列 , 为 简化 记号 , 不 妨 设 
就 是 F(x ) 本 身 :F(zw ) 一 z0. 于 是 
| Q,FCz)-FCz)|s M | FG) -yl 


+ [Qs] + [o 7 FG |-20, 
Jt. 55 (6:8) GF JB . 故 (6.7) 式 成 立 . 

用 xC'UX X, 与 p 张 成 的 有 限 维 空间 ,又 令 QU'U-90 
NXP, 于 是 ,由 (6.7) 式 ,根据 Leray - Schauder 度 的 定义 ， 
" | 

degrs( N, p) - deg(I - Q,F, Q*?, p), Vn2N,. (6:9) 
但 另 一 方面 ,根据 简化 定理 (第 三 章 , 定理 1.17) 0, 存在 No» 
0, 使 

deg( I- Q,F, Q"*U, Q,(p)) 
-2deg(1 - Q,F, Q,, Q;(p)) 
- deg( Qf, 0,.Q,Cp)), V n2 N;. (6:10) 


X 
deg( I - Q,F, Q'"* 9, Q,(p)) 
= deg(1- Q,F * p - Q,(p), 0*9, p), 
n>N,. (6-11) 
下 证 , GFE Ns >0, 使 
(I-Q,F)rtt(p-Q,(p)*p, Vn>N;, 
0K51, xr€aQUtn, (6:12) 
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事实 上 , ERR, 存在 fn1 的 子 列 (nili t, € [0,1], z, € 9 
Qs cag, fi 
(I- Q,F)x, tt, (PQ (=p (i=1,2,.%) (6:13) 
不 妨 设 FG, )-* vo, (否则 , 取 某 子 列 即 可 ). H1 (6-13) 5 
Tn = Qa (F(x ) = v0) + Qavo- tn (p- Q,(p)) 
+ p>votp= x9€ 90, 
在 (6'13) 两 端 取 极 限 ,得 (TI- F)xo7 p, E5 p€ f(20)9FJB . 
因此 (6.12) 式 成 立 . 
由 (6.12) 式 ,根据 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 , 知 
degl I- Q,F + p- Q.(p), QU*D, p) 
-deg(I- Q,F, Q"*?, p), Vn» Ns. (6-14) 
S N= max |Ni, Na, Ny]. FÆ, (6*9), (6:10), (6* 11), 
(6'14) 诸 式 ,得 
degis (f; Q, p) 2 deg( Qf, Qus Q(p)), Vn 2 N.. (6:15) 
由 (6 15) 式 ,根据 A — proper 映 象 广义 拓扑 度 的 定义 , 即 知 
(6.5) 式 成 立 ,证 完 . : 
注 4 定理 6.1 说 明 , A — proper REEERERSH- 种 推 
广 ,其 广义 拓扑 度 是 Leray - Schauder 度 的 一 种 推广 . 
定理 6.2 A- De ot De Ce 力 ) 具 
有 下 列 性 质 : 
( |i) 可 和 解 性 ;车 Deg( f, Q, p)55101, WHE f(x) p EN 
内 有 解 ; bus 
Cli ) 同 伦 不 变性 : 设 Hi [0,1] x Qo F 连续, 并且 对 每 个 固 
ERJ € [0,1], HCe, ):Q—E Æ A- proper RA . 又 设 H(t, 
z) 对 于 上 在 任何 点 toE[0,1] 的 连续 性 关于 x EQ 是 一 致 的 , 即 
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lim sup| HCGt , à) - H(to, 2) |) - 0. (6:16) 


此 外 , 设 p€ n, (20),0 r1, XE A (x) 2 H(t, x). 那 末 
Deg(Ah,, Q, p), ^B t 而 变 , 即 
Deg(h,, (2, p) -Deg(ho, R, p), VOsrs«l; (6:17) 
Cil 切除 性 : 设 2 是 Q 的 开 子 集 , 且 € F(ON Qo), WU] 
Deg( f, Q, 5) ? Deg( f, Ro, p); (6-18) 
(iv) 广 义 可 加 性 : 设 QUO, 00 a 的 两 个 互 不 相交 的 开 
T.H »€ f(QN Ca? U Q9)), Wl 
Deg( f, N, p) CDeg( f, QU), p) * DegC f, QU, p); (6:19) 
34 Deg( f, NP, p), Deg( f£, QU), p) 中 至 少 有 一 个 是 单元 素 集 
时 , 必 有 等 号 成 立 : 
Deg( f, 2, p)=Deg(f, QU, p)+Deg(f, QU, p). (6:20) 
证 (|i) 由 于 Deg(f, Q, 275 101, Bo fe dE in SEU 
EIN 
deg( Q, f, Q, , Q, (p)) 70. (&-1,2, 7), 


于 是 ,存在 x, CO, CO, ， 
Q,f(x,)- Qn (P) (k=1,2,.%). 
根据 了 的 A - proper TERI, | 0, AKATI £, >r Eh, f 
(ro) = p, BF ELBGE T PESON) M € 0. 
Cii ME 19€ [0,1], 下 证 必 存 在 0920, 使 得 对 于 任何 0< 
|t- to| < ôo EE NCIO) 20 存在 ;使 
Qi (pIE QA. (20,), Vs€[tos t]; n2 NCO.(6:21) 
事实 上 , OUR BR, 则 存在 t, > to (ty É to), s € to £ ] 


GLISSE SERES 2E, ， 
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Q, (PJE Qh, (90,) (k=1,2,.), 


从 而 ， 存在 x, CIN, COIN, 使 
Q,h, (x, ) - Qu (p). (=12…)， (6-22) 


由 (6.22) 式 , (6:160 & (6: D) 5C, Al 
| Qh G0 - Qp O)| = | Qn, Uu, (zn) = hs, Gr) | 


<M: (sup| H(t0, x) = HGs, , x)| )—>0 (&—00), 
的 子 列 z 一 zoE9 


从 而 ,根据 A, 的 A — proper 性 知 , 存在 | zw 
Q, f h (x9) 7 p, CSS BUE p € A, (20)7J8 . 于 是 , (6'21) 式 
由 (6.21) 式 ,根据 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 , 可 得 
deg( Q,^,, Q,, Qn p))= deg( Q^, > Ras Qn p)), 
Vn2N(t), 
由 此 可 知 
Deg(h,, Q, p) =Deglh 0,p), V0« | t— to] <ô, (6:23) 
于 是 证 明了 :对 于 任何 2€ [0,1], 都 存在 to BERIE N (to, 
So) 7 [£€ [0,1]| t — to| € 89], fi t€ N(to, 6) 时 , Deg(A,, 
Q,p) 保 持 不 变 . 由 此 , BURI RUE EUR GE, 即 知 当 1: € [0,1] 
时 , Deg( A,, Q, p) BERETE . 
Cli) QU? 2 Qu X, MEGFE N 70, fl 
Q,C2)€ Q,f(Q, N OQ), Vn»N. (6-24) 
事实 上 , 若 不 然 , 则 存在 En HACER [n], x, € 0, NO CON 
£o, 使 
Q,fGr,)7 Qu (P), (k=1,2,.). (6-25) 
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于 是 ,根据 f 的 A — proper 性 知 ， |n | 有 收敛 子 列 Tn > Tos 
fGro) * p. BF QN NA 是 闭 集 , 40€ QV Qo ESRR pE 
VQ) I8 . 故 (6.24) 式 成 立 . 


由 (6:24) 式 知 
deg( Q,f, Q,, Q,(p)) = deg( Qf, QU, Q,(p)), Vn» N. 


从 而 , 即 知 (6.18) 式 成 立 . 
(04 02 - aO nx, o? - 0? x,, JW o1P, 07? 是 


人 2, 二 0 门 X 的 两 个 互 不 相交 的 (X, 中 的 ) 开 子 集 . 下 证 , 必 存 
在 N>0, 使 

Q PERSO, NCOLPUQUD)), Vn>N. (6-26) 
事实 上 , 若 不 然 , WEE | ni PI h n € 0, NCOTP U 
0:2 )CON CO? U Q9), fi 

Q,f(x,) = Q, (A), (£71,2, 7). 

于 是 ,根据 A — proper 性 知 ， L2 | 有 收敛 子 列 Tn 0 f Gro) 
=p. BF QN COO UQU )&BIÉS, z,€ QN COO U 09), it 
5 p€ f(QN COO U 09? )) FE, 8x C626) CST. . 


Ei (6:26) 3I 
deg( Q,f, Q,, Q,Cp)) 7 deg( Qf, QU, Q,Cp)) 


+ deg( Qf, Q0? ,Q,Co)), Vn>N. (6-27) 
任 给 y € Deg( f, Q, p), WEE 18 HPZ! n), fil 
deg( Q, f; 0, , Q, (p))y. (6:28) 


显然 , 存在 | mw| 的 子 列 | nu | ,使 
deg( Q,, f, An Q,, (p)) y € Deg( f, D. p) . (6-29) 


n, 
i 


又 显然 存在 | mu | 的 子 列 (为 简化 符号 , 不 妨 设 是 dr | 本身 )，, 使 
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deg(Q,, f, OR, Qn, (p) 7 Y: € Deg( f, 009, p). (6:30) 

Hi(6- 27).(6- 28). (6:29). (6-30) ft, í 

y 7 y, * y; € Deg f, QU), p) * DegC f, 0”, p), 
(注意 , 由 于 yi, y2 都 可 能 是 + co, 故 这 里 应 规定 (+co)+(- 09) 
和 (- co)+(+oco) 都 可 以 等 于 任何 y € z" ), 再 根据 Y € DegCf, 
2,p) 的 任意 性 , 即 得 (6.19) 式 . 

另外 , 设 Deg(f, QU?, p) 5 DegC f, ,pp) 中 至 少 有 一 个 

是 单元 素 集 , 例如 , 设 Deg(f, Q0, p) — ial, WER 
deg(Q,f, QU? ,Q,(p))-a (n>00). (6-31) 
这 时 , 若 yEDegl f, QU), 5) * Deg( f£, QO, p), Wl y - a * y;, 
且 存 在 in1 的 子 列 |n;|, 使 
deg( Qf, AR, Qu (p) x». (j=) — (6:32) 
FÆ, H (6:27), (6:31) (6:32) EXURI 
deg( Q, f, Q,, Q, (P))-*a t Y 7 Y, 
故 y € DegCf, Q, p). 由 此 可 知 

Deg( f, QU, p) + DegC f, QP, p)CDeg( f, 0, p). — (6:33) 
由 (6.19) 式 与 (633) 式 即 得 (6.20) 式 . 证 完 . 

HS 显然 , (6.18) 式 也 可 直接 从 (6.20) 式 推出 (在 (6.20) 
式 中 , 令 00 - 9,0? - Qu i B Deg( f, QU, p) E & TZ 
101). a 

定义 6.4 itx Banach 空间 E 是 投影 完备 的 , Q JÉ E 中 有 
界 开 集 , fio E. 

(ji ) 如 果 对 任何 1) 之 0, 映 象 f+ AI:Q 一 EE 都 是 A - proper 
的 , 则 称 上 是 已 , - 紧 映 象 ; 

Cil ) 给 定 y 20. 如 果 对 任何 AZ y, RA fÁ-AL;Q—E 
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是 A — proper 的 , 则 称 f Æ P,- KAR. 

注 6 由 于 A- proper 了 映 象 是 连续 .有 界 的 , 故 显 然 P.L 
AG Su P, 一 紧 映 象 都 是 连续 OR 有 和 界 的 . 

注 7 根据 A 一 proper 映 象 的 定义 易 知 车 fin E X A- 
proper 映 象 , 则 对 任何 1750, uf: Q— E 也 是 A- proper 映 象 . 
于 是 可 得 下 列 两 结论 : 

[DE f-I-Fin—E 是 全 连续 场 , 则 /是 P, -ZRA 
(事实 上 , 对 任何 4 之 0, HE XE 38 6.1 da fF AL — (1 à) 


T+A 
X FiQ-—EoERiAT.muitHy»0FEP,- 
WX (XE b, 由 定理 6.1 Jn, Att azy, F-al= 


[Ps 1 FJ& A — proper B & ); 


-A[r- ie E A ^ proper 映 象 ). 

定理 6.3 设 f.Q0—-EJÉP.- 紧 映 象 ,又 设 

f(x)tàrz6, Vr€3Q, A20. (6-34) 

MK, 必 有 x* EQ 存在 ,使 f(x*)= 0. 

h(z)=H(t,x)=(1-t)f(x)+txr, ViELO,1), rEN. 
显然 , Hi[0, 1] x QE 连续 ;对 固定 的 1€ [0,1), A, 7 (0 0 f 
H=- D| frr) A FTH RE S P. - EHE, 
BAI: A, :Q— E JÉ A — proper 的 ;又 根据 定理 6.1 知 , h= IÆ 
A- proper HJ . Sb, TAX 2, 5€ [0,1], z€ Q,78. 

| H(t, zx) - H(i0, z)|] (M + Mo) | t - t]. 

其 中 M -supl f(z)1, Mo = supl x]. S (6: 16) 0E. 下 证 6 


ER (IDOS). 用 反 证 法 , 假定 存在 9€ 90, 0 t9 c1, 
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fii h, C09) 7 6, BI (1— zo) f Cro) + toxo 7 0, W 2925 16D. xo 


#0), frg) + hozo= 0, = 1220, IE BUE (6734) UE 


盾 .于 是 根据 同 伦 不 变性 (定理 m ii) (6:5) X, 得 知 
Deg( f, 2,0) 2 Deg( A9, N, 0) ? Deg( h,, N, 0) 
- Deg(1, N, 0) — ideg;s (1, 0,0) | 111 76101, 
从 而 , 根据 可 解 性 即 知 , 存在 zx” € Q, E f(x )-0. 证 完 . 
注 8 在 定理 6.3 的 条 件 下 , 已 证 


Deg( f, Q, 0) = dt, (6:35) 
定理 6.4 设 F:0->E 是 Pi 一 紧 映 象 ,9E€ 0Q. 又 设 
F(zr)#x¥pr, VrEIN, ul. (6:36) 


那 末 ,下 在 2 PVARDA A, MEE rE, E F(x')ox 
证 $ f=1-F, EF FP,- BS, KOHET ASO, f+ 
Al—- -(F-(1* A) IDJÉ A- proper 映 象 ,因此 ,ff 是 P, 一 紧 
的 .另外 ,由 (6.36) 式 知 :对 于 2€ 20, A220, 有 
COz)+AMz=(1+A)z-FOz) 天 0， 
故 (6'34) 式 满足 . 根据 定理 6.3 知 ,存在 zx*E2, 使 f(x*)= 
0, 即 F(x")- x". WESE 
H9 由 (6.35) 式 知 ,在 定理 6.4 的 条 件 下 , 必 有 


Deg(I-F,0,0)= |l. (6-37) 
定理 6.$ Wt F.O—EJÉP,- 紧 映 象 ,0OEOD, 并 且 
|FCGz)-x|)?^mdEbFGOP- [Fx], vxe€ao, — (6:38 


BUR, F 在 0 中 必 有 不 动 点 . 
证 Ei F Ena 上 没有 不 动 点 (否则 ,定理 已 获 证 ). 下 
证 (6'36) 式 必 成 立 . 事实 上 , WREE zoEa0, yo 之 1, 使 F 
(zo)= pozo: JU po>1( 因 为 Fro) E 92, | xo] >0( 因 为 0€ 
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Q, EX x28), Af 
| FGro) = zo]? = GE 22 * D | zol? 
&€Gá - D xo] = ] EG) 7 ] P. 
此 与 (6.38) 式 矛盾 . 故 (6.36) 式 成 立 . 根据 定理 6.4, 即 知 F 
在 2 内 具有 不 动 点 . 证 完 . 
系 1 设 F:0>E 是 Pi 一 紧 映 象 ,9€ 0, 并 且 
IFGOIsSIxI. vxean, (6:39) 
那 末 ,下 在 9 中 必 有 不 动 点 . 
证 显然 , 当 (6'39) 式 满足 时 , (6'38) 式 必 满 足 . 证 完 . 
X2 设 0 是 无 穷 维 实 可 分 Hilbert 空间 H 中 的 有 界 开 
集 , 9E Q, F:0—H EP, - 紧 映 象 ,满足 
(F(r),pr)E|lxl]?, Yren, (6:40) 
那 末 , 下 在 Q 中 必 有 不 动 点 . 
证 易 知 ,从 (6.40) 式 可 推出 (6.38) 式 : 
IF 7x] 2 GG)-7 x, FGz2 7 2) 
-|FGOl -20(FGO, 32 € Ix? 
2|FG)P-21zP * Iz P. 
=| F(x)? -lzh? 
证 完 . 
注 10 由 注 7 让 ) 知 ,定理 6.5 是 关于 全 连续 映 象 不 动 点 的 
Altman 定理 (第 二 章 定 理 3.4) 在 Pi 一 紧 映 象 上 的 推广 .. 
定理 6.6 B F:0>E EP- ZRA, 0 是 凸 的 ,并 且 下 
ODA, SER, F dE Q 上 必 有 具有 不 动 点 . 
证 不 失 一 般 性 , 设 9€ Q( 否 则 取 rE 0, 在 有 界 开 集 No 


= jrEElzr+xoEQ | 的 闭 包 fi LERMA Fo(z)= F(x+ 
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xo)- xo 即 可 . 这 时 , 0 € Qo, Fo: Qo E JÉ P, — ZKJ, Fo (2 
QQ)C OS. 由 Fo YE (y 中 的 不 动 点 r^, BIG F (EO 中 的 不 动 
Sort). 

i F EIn 上 无 不 动 点 (否则 , 定理 已 获 证 ). 下 证 (6:36) 
式 必 满足 . 事实 上 , ETE x,€90, p21, W F(x1)= yiti, 
则 5121. $ x7 px = F(x), WA F(20)CO, X z;€0, 
Hoz txt = 二 ,0<n<l. 因 9€ 0, 故 存在 +>0, 使 T 
(0,r)7 i ga XB zzEQ, 故 存在 EA, 


Mele- el< HE, 易 知 
pe Iz€ El [z- ti] «a-:cor1co 
GESE E, XP r€ T(nzj, 07 0627), W z— 52; t (17 tz, K 
中 |z|<r, 故 xz€ET(90,r)CQ, 再 由 0 的 凸 性 , 知 r= tzt 
(1—-5)2z€ 0). BY zi tiz: = tizz + tj 6r? z2), mM 
lnGa- 22] €QG-:)r, f t4z2 t t4 (x37 z3)€ T(ta z4, (1 
- 1)r)C OQ, Am z,€ 0,655 x,€230 矛盾 . 因此 , (6:36) X 
A. i 
于 是 ,根据 定理 6.4, 即 知 下 在 2 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 
注 11 由 注 7 让 ) 知 :定理 6.6 是 关于 全 连续 映 象 不 动 点 的 
Rothe 定理 (第 二 章 定理 3.1) 在 Pi 一 紧 映 象 上 的 推广 
应 当 指 出 , 定义 6.1 所 述 的 逼 近 格 式 是 一 种 特殊 的 (但 是 党 
Hif og fX, 从 而 定义 6.2 引入 的 A- proper 映 象 是 一 种 特 
殊 的 (但 是 常用 的 )A — proper 映 象 . 我 们 可 以 引入 一 般 的 逼近 
格式 , A — proper 映 象 及 它 的 广义 拓扑 度 , 如 下 : 
i E, E, 是 两 个 实 Banach 空间 ,所谓 从 EE FIE, BER A B 
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(IDPIDPmnDPorn- 


逼近 格式 厂 = | Xn Y Pao Qu | 指 的 是 : X], LY, | 是 两 串 定 
向 有 限 维 空间 , H dimX, = dimY, (n=1,2,…);P,: X, X, 
Q,: Y Y, 都 是 连续 映 象 . 

iQ 是 已 中 开 集 , f: E 连续 . 令 ASP A) = 
1,2,…). 如 果 从 get n Rini ETI) E 

| Qn IPn, (En) - Q, G0] >0 (一 oo) 

(其 中 y € E), BEfEHI | zw | 必 有 子 列 ,使 Purw rER 
H f(x)=y, 则 称 了 是 关于 的 A proper 映 象 . 

i f:0 一 E 是 关于 本 的 A- proper EA . pE E, \ OA). 
又 设 当 n 充分 大 时 OQ, 是 有 界 的 . 则 定义 广义 拓扑 度 Deg( f, 
Q, p ) 如 下 : 

Deg( f, 0,p)=|YEZ" | 存在 1n1 的 子 列 | mx 使 
deg( Q, fP,, , 0, Q (p) Y]. 

其 中 Z"=ZU1-%,+%|,Z 表 整 数 集 , deg(Q, P, 0, , 
Q (z)) 表 相同 维 数 的 定向 有 限 维 空间 X, 与 Y, 间 连 续 映 象 
Q, fp, :ou 一 Zu 的 拓扑 度 . 

在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 证 明 Deg( f£, Q, p) RUBE BE 6.2 所 
述 的 诸 性 质 , 并 可 证 明 若 干 不 动 点 定理 (参看 [72], (73), [34] ). 

很 明显 , 在 定义 6.1 中 引入 的 逼近 格式 一 = |X, Q, | 是 一 
种 特殊 的 盟 近 格式 , 即 E, = E, X, = Y, CE, P,- I, Q, 是 从 EE 
到 X, 的 投影 算 子 , Bali | Qux - x09), Vx€E. 

最 后 指出 , 还 可 引入 其 他 一 些 类 型 映 象 ( 单 值 的 或 集 值 的 ) 
的 (广义 ) 拓 扑 度 . 例如 , 利用 全 连续 场 的 Leray ^ Schauder RE, 


可 定义 集 值 映 象 串 的 不 动 点 指数 以 及 相应 场 的 拓扑 度 , 并 应 用 
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于 带 间 断 非 线性 项 的 椭圆 型 方程 (参看 [71] ); 利用 A — proper 
映 象 的 广义 拓扑 度 , 又 可 引入 实 可 分 Hilbert 空间 中 连续 单调 映 
象 的 拓扑 度 , 多 值 极 大 单调 映 象 的 拓扑 度 以 及 极 大 单调 映 象 与 
广义 伪 单 调 映 象 之 和 的 拓扑 度 , 并 可 由 此 获得 相应 的 满 射 性 定 
理 (参看 [74], (75), (54)). 
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第 三 章 非 线 性 算 子 方程 的 正解 


本 章 利用 实 Banach 空间 中 的 锥 理论 并 结合 不 动 点 指数 理 
论 来 讨论 非 线 性 算 子 方程 
xr = Ar 
的 正解 ;同时 , 作为 例子 给 出 了 对 于 非 线性 积分 方程 及 非 线性 微 
分 方程 的 若干 应 用 . 


$1 AFF 


定义 1.1 设 E 是 实 Banach 空间 ,如 果 PP 是 E 中 某 非 空 
凸 团 集 , 并 且 满 足下 面 两 个 条 件 : 

(I )x€ P,AZO0-—AX€P; 

(i )z€ P,-r€ Pozr-0,0XE 中 零 元 素 ; 则 称 P 是 E 
中 一 个 锥 . 

用 P'3x€ P 的 内 点 集 ;如 果 PAg, 则 称 P 是 一 个 体 锥 . 

注意 ,给 定 E 中 一 个 锥 P 后 , 则 可 在 E 中 的 元 素 间 引入 半 
序 :* 委 y(z,yE 巨 ), 如 果 y-zEP. 

ZPxXy,rcy,Ulid r« y; y- rE P(E P ERE), 
则 记 r&y. 

定义 1.2 如 果 36>0, 使 当 | 上 zi1|=|zx2s|=1, xi€P, z 
€ P HF, EA lz: + z| >68, 则 称 锥 P 是 正规 的 . 


定理 1.1 锥 PP 是 正规 的 充分 必要 条 件 是 :3 常数 N >0， 
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使 当 occ y 时 , 恒 有 1zjl 和 Niyl|( 此 性 质 称 为 范 数 关于 P 
是 半 单 调 的 , 满足 此 式 的 最 小 的 N 称 为 P 的 正规 常数 ). 

证 必要 性 : 设 已 是 正规 的 , 而 范 数 非 半 单调 , 于 是 d 0x 
La, Syn, TE 


[xz]|>nly) (2=1,2,3, =) (1-1) 
VAS zs Xn 十 Yn 
x Zn |x, n | m | , 
Tn Yn 
Lc t-r: 
zal fy,l 


于 是 ,由 P 的 正规 性 知 
=1,2,3,…) (1:2) 


从 而 


ETKI 


£; hn hn 
ERT RIS DEST 

hn 
本 
是 由 (1,3) 趟 得 


m vM N 
此 显然 与 (1.2) 式 矛盾 . 
充分 性 : 设 范 数 半 单 调 . 设 r;j€P,xr€P, Jz] = Jz] = 
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1. 因 ü x rag t T2, 故 ] = AES | xi + azl, 从 而 


|a + l>ia. 证 完 ， 

定理 1.2 饶 忆 是 正规 的 充分 必要 条 件 是 :任何 区 间 
[zu zx2]= |z [rir rs BEARN . 

证 必要 性 : 设 已 正规 . 根据 定理 1.1 知 范 数 半 单调 . 当 
r€[z,zlB.28six-zxixzj-co4lx-zxlxN 
| 2 7 xıl, A 

FAEERE EM ETE 
< N|x: - zil* 12i] = const, 
B xis zz] 有 界 ， 
充分 性 :用 反 证 法 , 设 已 不 正规 . 根据 定理 1.1 80 30S, 


Tn 


Sy, f& | x, ] »2]1y1G21.2,3, uo 4 Zn EINE 则 
|z,1>n, 故 |z,| 无 界 .而 


rs SL 
E 2s 


MO Lat JH u REMUE E). 显然 


i n hol 


n=l 


y 
PERS UT T! 


Jn 
< = PIS 
"IP Wu (n 1,2,3, ), 


故 Osce, u(n-71,2,3, -), HÆL, wj] 无 界 , 此 与 假定 矛盾 . 
证 完 . 
定理 1.3 锥 PP 是 正规 的 充分 必要 条 件 是 : 2, Son S Yn» 
XGatr. ee as ate Peet oR 
证 必要 性 : 设 己 正规 . 根据 定理 1.1 知 范 数 半 单 调 . 设 
Ti 人 zy En” Lr, yn 了 ZX, 于 是 有 OXLz,—orQmy,— or, AM 
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| 7 ndm NI» -xz,), 故 
lenza] nht EPIRI 
SEN|» 7 xd lena 
EN[» -z]h*NIz-nl* dn -zo Go). 
充分 性 :用 反 证 法 , 设 P 不 正规 . 根据 定理 1.1, d0s ur, 


Syn fii | x, (>n l yn |. 令 z= aT 则 E | >n, 故 Zn 不 


收敛 于 9. 但 en LE | = 圭一 0, 故 PA 


—0. 由 假定 应 有 z, 一 2, 矛盾. 证 完 . 
设 P 是 E 中 某 锥 , 设 woE P, u0, ( 即 wo>9). 令 EE, = 
E |rEE 且 存 在 4>0， li — Aug Aug] - EEE? 
læ lu - inf] A |à 20, 7 Aug uno]. (1*4) 
JU E RI E, 成 为 赋 范 线性 空间 , | xj。 叫做 x 的 wo- 范 数 . 容易 
看 出 P PAE 是 E, 中 一 个 锥 , 而 且 是 体 锥 (例如 , uo 就 是 
Pi 的 内 点 ); 同 时 , wo- 范 数 | | ,关于 P, 是 单调 的 ( 即 从 Ox 
S», z, yE E. 推出 zl], m ylu ), 从 而 根据 引 理 1.1 知 P, 
是 E, 中 一 个 正规 锥 . 
定理 1.4 dE P 是 正规 的 , 则 :( i ) 存 在 常数 Ni >0, 使 
x [Ni Ex iE UI x € E, 成立 ;( ii)E, 是 完备 的 , 从 而 是 
Banach 空间 . 
证 (IDREES? a-|zlu W- auo raus, M 
而 Or + axo<2axo. 于 是 |z + auo| iN [2auo] , && 
Jel <] z+ auo] +} -auol 


K2aN | uo] + a| ws] = Nlzl,, 
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其 中 Ni = (2N +1)| uo] = const. 

(让) 设 1z, |Æ E rh RESI BD | n, rn la 0(n, m 
e). 由 ( | ) 段 的 结果 知 |z = ns | NI Ens 一 zw RE - 
z, | 7702, m 7790), Bl | z, | & E 中 的 基本 列 . 由 的 完备 性 
AI3r'€E, f] x, x' ]90(n—99). Ve 20, 3 N EH n> 
Ny m >N, if, ff | x, = n, |; Se, Aff 

~ EUKI 7 x,&cuo (n>N, m>N,) (1:5) 
SEU SAPE n 固定 ,而 令 m — oo NUR BR, BI — euo, 
-x Seus(n 2 N2), ifi c, 7 x7 |, e (n 2 N2). 由 此 可 
Aa EE Hisce | 70 (07799). 证 完 . 
定义 1.3 Hr, | 单调 递增 且 有 上 界 , 即 存在 y € E, fl 
r Xa Xe ET Ly. (1*6) 
如 果 这 时 必 存 在 x € E, f| x, ax" [0( n 99), RUE P 


是 正则 的 . 
显然 , P 正则 人 任何 单调 递减 且 有 下 界 的 序列 必 有 极限 ( 即 
着 Xi 之 之 之 之 Z y, M o FE r* OC E, fü 


Ix 7x |->0). 
定理 1.5 若 忆 是 正则 的 , 则 已 必 是 正规 的 . 
证 用 反 证 法 . 设 P 不 是 正规 的 ,于 是 存在 | z, | C P, 


iy», CP, fi 
EMESFS ES Iz, *» 14 (n=1,2,.), (1*7) 


级 数 > Ce, s DIL .用 u RAA, S 


2 二 1 十 2 十 十 (n=1,2,.…) 
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DU Jensi zah = xb: (x=1,2,.%) (0:8 
显然 ,序列 |z, | 单调 递增 且 有 上 界 : 

zx, ty) +t (rt y2) t+ (x, t y,) Su. 
HF PEN, KI” EE, 使 |z, x" |->0, 此 显然 与 (1.8) 式 
矛盾 . 证 完 . 

设 DCE, zxzEE, 若 对 VYxED 均 有 xz 二 zz; 同 时 ,从 rx, 
(VxED) 可 推出 x< 委 xl; 则 称 z 是 D 的 上 确 界 , 记 为 supD. 同 
样 可 定义 下 确 界 infD. 

定义 1.4 XP E 中 任 二 元 素 x,y, 都 存在 上 确 界 sup | z， 
yl, 则 称 锥 P 是 极 小 的 ; 若 E 中 任何 有 上 界 的 集 DD 都 具有 上 确 
界 supD, 则 称 锥 P 是 强 极 小 的 . 

定义 1.5 如 果 任 何 zxE 互 都 可 表 成 xz=y- zx 的 形式 ,其 
中 y€ P, z€ P; WKE 已 是 再 生 的 . 

定理 1.6 €P EE, U PEREN. 

证 i uo Æ PHAS. TEJ p>0, AR Tlu o) = 


Ixl ]z- vo] &pl CP. V x € E, W uo tp TTET o 9c 
PAAR zy- e Rp y= dEl uoto gg )er, = tel 


(«7e rar)e 证 完 
例 1.1 R E-R'——N 维 欧 氏 空间 . S 
P-2|xz| (xx) zx;m0, i-12,.NI. 
则 P 了 是 RN 中 一 个 锥 , 它 显 然 是 正规 的 (因为 范 数 是 单调 的 ) E 


则 的 、 极 小 的 、 强 极 小 的 以 及 再 生 的 . 
例 1.2 i E-C(G)——N 维 欧 氏 空间 RN 中 有 界 闭 集 


G 上 的 连续 函数 空间 (| o) = max | eG). 
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P-ie|e€ C(G), eg(x) 201. 
则 P 是 C(G) 的 一 个 体 锥 .已 是 正规 的 (因为 范 数 是 单调 的 ); 书 
不 是 正则 的 , Bin,  G-[0,1], g, (z) 21-7 zx" (n 21,2, 7), 
则 ppm m eme. p (x), fH o, Cx)ELO, 1] E 
然 非 一 致 收敛 ;P 是 再 生 的 (任何 PEC(G) 可 表 为 = 91— 
92, 其 中 
eG), EHE x9(x)2z0, 
eco 


0, 车 在 xz, ((x)«0 | 
0, EE r,g(x)20, 


ns M TUE x.g(r)«0; 

pE P, e; € P); P 是 极 小 的 (对 任何 o, 9 € CCG), 有 sup 
le, hi - hh x) m maxig(x), 9(x)1 € C(G)); P 不 是 强 极 
小 的 , 例如 , 令 G=[0.2], D= 1gl e€ C[06,2), 40€ x «1Hf 
eG)«1, fi: 1 x «2 BF o(x) «21, W D EC[O, 2] ERI 
无 上 确 界 . 

以 后 ,我 们 还 要 用 到 C(G ) 中 的 其 他 锥 ,例如 

Pi= lele€ C(G), e(x)20 H | eCOdzzal ell. 

P;-lglg€ C(G), e(x)20 H ging dz cel É 
等 . 这 里 0<a<mesG,0<r<1,Go Æ G 的 某 闭 子 集 .显然 
Pi 与 P; 都 是 正规 的 锥 ( 因 范 数 关 于 Pi 和 P, 都 是 单调 的 ), 并 
E P, 与 P; 都 是 体 锥 (例如 , po(z) 三 c 20 就 是 Pj 与 P; 的 内 
m). 

例 1.3 A E-L?(Q), b21, O€mesQ« +o., $ 

P = lol E€ L^(Q), e(x) 20l. 


显然 已 是 L2C2) 中 的 一 个 锥 , 但 不 是 体 锥 (P 无 内 点 ).P 是 正 
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规 的 ,因为 显然 范 数 关于 P 是 单调 的 .P 是 再 生 的 (任何 pE 
L^(Q), 可 表 为 p= gp- pr RP, 
ex), 若 在 zxr,ọl(xz) 20, 
EO -1 EE zr, olr) < 0; 
0, 车 在 x, olx) 20, 
od dn t plr), HE x.9(x)«0; 
$1, 92€ L'CQ)) . P 是 极 小 的 (对 任何 o, p € L^(Q) f sup 
lg, di -h,h(x)7 maxig(r), g(x) C L^(Q)). FE P Æ 
正则 的 : 设 pum pS Ip, T o'(r)- lim e, (x) 
(注意 ,这 里 以 及 以 下 关于 L^ 中 函数 的 等 式 或 不 等 式 都 代表 几 
乎 处 处 成 立 ), 则 显然 o" EL?(0Q). 由 于 
|o. GO 7 e' G)|* & [9(x) - eiCx)]^, 
[9(x) - &1(2)]? € L(Q), 
故 由 Lebesguc 控制 收敛 定理 知 
lim] e - e'|^ = lim Í | eG 7 e' G2 |?dx = 0. 
pria —" 
最 后 证 明 P 是 强 极 小 的 : 设 DOLA), DAER, BI 3 9 
EL (2), 使 对 任何 gED S exo. 上 面 已 证 P 是 极 小 的 ， 
从 而 易 知 对 L?(0) 中 任意 有 限 个 元 素 pg1,…, o, 其 上 确 界 存 
EH 
SUP | gi s 9,17 suplsupl pr 7 9,3], e, | GEW). 
令 M= jlA=suplpl gl, 91,7. 9; 为 D 中 任意 有 限 个 


ER . 又 对 任何 gE L(A), 4 F(g) - feaz. EEN: 
EM Bf fco, i F(f)&F(Q9). ^ B= supF ( f), 显然 8 是 有 
限 数 , 且 BSF). SR AEM, 1E 
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lim F(f,) - B. (1*9) 
恒 可 假设 fuc fo fao CIERRE sup | fo f, DEAE 
f, MT). 由 于 fi fo oo xm MERCE P 是 正则 的 ， 
B6 cf m0 f Go limf, (x) ELICA). Bi Holder 不 等 
RA 
ER) -EO [[ UG - fe) dz 


= (mess (| 1. C0) - Gas 


z lpk p EO S : 
eo e E a a = 1). (1-10) 
故 F(f)—F(f')( n2»). 于 是 由 (1.9) 知 
FC )7 B7 limF(f,). (1-11) 


下 证 f* = supD. Ypo € D, SE gos f' . $ qq = sup 


Lf , pol, 只 需 证 明 go* =f. 若 不 然 , 则 po > 广 ( 即 po 之 
S p f£). 于 是 显然 
F(po = | po’ Gd > | f° God 

-F(f')-f. (1-12) 
4 f,' -supl fo gol. W f," € Mín - 2,7). 由 于 f* x) 
- max | fa Cx), go(x)], eo" (x) = max [f ' (x), go Cx], 而 
f^ (x)= limf, (x), Bk 

9o (x) 7 limf, (x). (1:13) 
此 外 ,显然 fL fut mem RV IBI P 的 正则 性 知 
| 7 os 1-50. A ifii 1-100 s c WERI F") F 


(eo ); 但 因 f," € M, jx FCf, ) € B(un- 52, 7), AMA F 
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(oo Sp, IE 5E (1:12) FEE. 于 是 po £L E P 9s. PI 
此 产 是 万 的 一 个 上 界 . 

现 设 g ED 的 任 一 上 界 , 即 8 委 g 对 任何 p ED 成立, 显 
然 对 任何 FE M 也 有 fg, 故 ,全 g(n=1,2,…). 又 由 于 广 
(x)= lim f, (x), BXf$ f ' Sg. 

综 上 所 证 可 知 f* = supD. 于 是 已 是 强 极 小 的 . 

Ha 关于 锥 的 详细 讨论 , 可 参看 [5] (76), 177). (78). 


$2 增 算 子 与 减 算 子 
设 P fS: Banach 空间 中 一 个 锥 . 
定义 2.1 设 算 子 A:D~ 巨 ,其 中 也 是 巨 的 某 子 集 ， 
(| OH a, 2; € D, ri r2 Arı Ax, Uff A 是 D 上 
的 增 算 子 ; 
(DMR x1, 2; € D, xí ix? Ax Z Ar, WIRE A 是 D 上 
的 减 算 子 ; 
定理 2.1 HE PEER, 4 :[ wo, vo] E 是 凝聚 映 象 
(特别 地 , 严格 集 压缩 映 象 , 全 连续 算 子 ) 并 且 是 增 算 子 . 此 外 设 
uoS Augo, Avvo. (2:1) 
那么 A 在 [uo, vo] 中 必 有 最 大 不 动 点 x “与 最 小 不 动 点 xx ( 即 
若 z 为 A 在 [wo, vo] 中 任 一 不 动 点 , 必 有 rom rm *), 并 且 
Z = limo, r.c—lima,, (2:2) 
其 中 w-Av,.,u,-7Au,.1(n21,2,--), ÑE 
ug uq Su, Ei Xu, Es XL vL KL vg. (2*3) 
证 由 于 A 是 增 算 子 , 故 显然 (2.3) 式 成 立 . 由 于 PP 正规， 
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根据 定理 1.2 知 } vv AF. $ S= juo uic]. 显然 S=A 
(S)U [uo], AM a(S)=a(A(S)). 根据 A 的 凝聚 性 得 a(S) 
=0. 故 S 是 相对 紧 集 . 因此 存在 子 序列 ju | ,使 us mms. 
显然 uK, Kv, (n=1,2,3,…). %4 m> n, Bl, 0x x. ~ tm 
Sr: 一 un 故 由 定理 1.1 知 | zx、 -ul<N|z: 一 wn 上 ,由 此 
即 得 z， = lim úm. 在 u, = Au, -1 两 边 令 n— oo BUR, ERF 
A 的 连续 性 ,得 x. — Ax、. 

同 理 可 证 极限 lim v, = c “存在 , 且 Az" =ar". 

最 后 证 明 x ,与 x“ 分 别 是 A 在 [uo, vo] 中 的 最 小 不 动 点 
和 最 大 不 动 点 . 设 wo 委 z 委 wo, 使 4r=z. 由 4 的 增 性 知 4un 
<A4zr 委 4vo, 即 wii 魏 z 魏 ui. 再 以 A 作用 之 ,得 uo rm vo. 
这 样 继续 下 去 , 一 般 有 

u, X rv, (n-12,"). 

4 2 一 oo 取 极 限 , 即 得 zx, 委 z 委 z” .证 完 . 

注 1 由 于 可 能 x,=x*, 故 在 定理 2.1 的 条 件 下 ,只 能 得 
出 A 在 [wo, vo] 中 至 少 有 一 不 动 点 ,而 得 不 出 有 两 个 不 动 点 . 
定理 2.1 A (79). 

R 在 定理 2.1 的 条 件 下 , 若 更 设 A 在 [uo, voj 中 的 不 动 
点 惟一 ( 记 为 +), 则 以 任何 zoE [wo, vol AWE, FIER 

r,7 Àx,-)1 (n=1,2,.…) (2*4) 

都 有 | z, 一 并 [0 (n9). 

证 由 于 xo 委 zo 委 vo, 以 4 反复 作用 之 ,得 


Up ST, v, (n=1,2,.…) (2-5) 
HREM zx, =z ”=z, 故 由 (2.2) 式 得 
lim u, = lim v, = x. (2*6) 
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由 (2.5) 式 与 (2.6) 式 , 利用 定理 1.3 即 得 | x, - x | 0. 证 完 . 
定理 2.2 设 锥 PP 是 正则 的 , 设 A:[uo, volj >E 连续 并 且 
是 增 算 子 . 此 外 设 (2:1) 式 成 立 , 那 末 4 在 [uo, vol PYRA 
最 大 不 动 点 x “与 最 小 不 动 点 xz, ,并 且 (2.2) 式 及 (2'3) 式 成 立 . 
证 HFP 是 正则 的 , 故 由 (2'3) 式 知 极限 lim Un ^j lim U, 
均 存 在 ,分别 以 r, Ir RZ. E u, = Au, 15 v, = Av, PE 


mF n 一 %, 取 极限 ,注意 A 的 连续 性 , 得 到 x ,= Ar", "= 
Az”. 

仿 定理 2.1 的 证 明 可 知 x “与 zx ,分 别 是 最 大 不 动 点 和 最 
小 不 动 点 . 证 完 . 

系 ”在 定理 2.2 的 条 件 下 , 若 更 设 A 在 [uo, vo] 中 的 不 动 
RAE GO x). 则 以 任何 xo C uo vo] 为 初 值 , 作 和 迭代 序列 
(2.4) 都 有 | c, 7 2] 0 (n>). 

证 同 于 定理 2.1 系 的 证 明 ( 注 意 P 正则, 从 而 正规 ). 证 
完 . 

还 可 去 掉 A 连续 的 假设 ,但 P 的 性 质 要 加 强 . 

定理 2.3 设 锥 PP 是 强 极 小 的 , Ai[uo, vo] E 是 增 算 子 
且 满 足 不 等 式 (2.1). 那 末 A 在 [wo, vo] 中 必 有 最 大 不 动 点 和 
最 小 不 动 点 (从 而 至 少 有 一 个 不 动 点 ). 

证 D= | x | uox Evo, ArxrZzrl|. TËR uy€D,ik 
D FZ. X DERELER v 是 它 的 一 个 上 界 ). 于 是 ,根据 P 
是 强 极 小 的 知 z= supD 存在 .显然 uwo 志 xX 三 vo. 下 证 x 是 A 
在 [ uo, vo] 中 的 最 大 不 动 点 . 

%4 I€DHB] uoSrSrSvo AM ug Auos Arx Ar 
SAS vs. 因 Ar>r, fk x Ax, HE Ax 是 DD 的 一 个 上 界 ， 
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所 以 xz 过 Az ;由 此 知 ArsACAr), Am Ar ED, 于 是 Ax « 
T. 故 得 Ar = 工 . 显然 ,x 是 A 在 [uo, vo] 中 的 最 大 不 动 点 . 

同 理 可 证 , zo = infG (G= |x| «gr vo, Ax&xl)dé 
A 在 [ uo, vo] 中 的 最 小 不 动 点 ,证 完 . 

注 2 还 可 以 讨论 满足 条 件 (2'1) 的 非 连续 增 算 子 的 不 动 
点 (参看 [167] 、[168] ). 

例 2.1 作为 例子 , 我 们 较 详细 地 讨论 中 子 迁 移 理论 中 出 
现 的 一 个 积分 微分 方程 , 它 可 以 化 为 一 个 非 线性 积分 方程 , 而 对 
应 的 积分 算 子 就 是 一 个 满足 条 件 (2.1) 的 全 连续 增 算 子 (参看 
(82) 、(83] . (84) ). 

考虑 位 于 两 平面 x= -a 和 xz= va 之 间 的 无 限 长 板式 核 反 
应 堆 . 中 子 迁 移 理论 中 出 现下 面 的 非 线性 积分 微分 方程 


Ju ca " 
Mau ty [iu(zr,p )dx 


=oF (3 dan de), (2-7) 


其 中 F(z) = bo c, [L(1-7 2) 1 * kz], c, 20, DA Eds 


k=2 


2; kc, = 0,02, 03,77 CN 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ( 即 F(z) 半 0). 


边界 条 件 为 
ula, 1)=0， 当 >0 时 ，; 
u( 一 a,J)=0， 当 y<0 时 . (2:8) 
方程 (2.7) 的 解 ulr, Ap) 代表 在 点 x 沿 方 向 1(j = cos(1, 
Zz)) 将 一 中 子 注入 此 核反应 堆 后 能 产生 链 式 反应 的 概率 (0 委 z 
(zw) 委 1). 在 方程 (2.7) 中 , e 表 从 一 中 子 和 反应 堆 中 一 原子 


核 相 碰撞 时 所 出 现 的 中 子 的 平均 数目 (co 表 碰 挤 时 中 子 被 俘获 
247 


的 概率 , ca E = 1,…, N, 表 磁 撞 后 出 现 上 个 中 子 的 概率 ),o- 


表 两 碰撞 间 中 子 的 平均 自由 程 . 
下 面 ,将 问题 (2.7) 一 (2.8) 转 化 为 一 等 价 的 Hammerstein 


型 积分 方程 . 将 (2.7) 写 为 


uL unii 0H 
» 2r (e^nu)- eG(o(x)), yO 时, (2x9 
u(x,0)7 G(g(x)), u=0 Hf, 
其 中 
(z) = 村 | ule, pdu GEW) (2-10) 
Qi 2 no T, H H , 
Glz)=cz-F(z)=1- 9j c,(1- z)*. (2:11) 
将 (2.9) 式 积分 ,并 利用 边界 条 件 (2.8), 得 
[eie ZG) dy, 40, 
u(z,p)721G(o(r)), p=0, (2.12) 


-| ee v2G( p(y)dy, p<0. 


o 


再 把 (2 12) 式 对 jy 积分 , 并 在 右 端 作 变量 代替 1 eon 


eGO- | Edz-»DGCoGDd» — Qu) 


其 中 EG) - S f (2-14) 


问题 (2.'7) — (2-8) 5 Hammerstein 型 积分 方程 (2.13) 等 
价 : 若 e(x)y(0so(x)mi, (x)€ C[ a, a1) 29 (2:13) Hf, 
则 按 (2`12) 定 义 的 ulr, p) (27) — (2-8) Bf (Ou (o, 
pl, u(x,u)€Cl[-a,a], BK0 Rf, u(r,0)€ C[-a, 
ali ERE. u(x,p) 为 (2.:7) — (2:8) BURRCOSu (x, E )«I, 
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u(x,u)€ Cl[-a,a]34 us£0OBf, u(x,0)€ C[-a, a] RR 
分 | ulz, u )du/ € C[ - a, al) 则 按 (2.10) 式 定义 的 olr) 
DM Q-13) 89 8E COSS gpr), e(x)€ C[ 72,2). 


考察 Hammerstein 型 积分 算 子 
Ae- | Elz-yD)G(e())day — Qus 
与 线性 积分 算 子 
Be- | Eclz-»DecGoa». (2:16) 


辅助 结论 I (i ) 存 在 rc>0, 使 E(|x-y|) 之 tr, Yr, y 
€i—-a,a], xy; 


(| EC x »Dáyt, VzEl-a,a]; 


C3 aom, [^ EC D - ECEn - »Dldy 


一 致 趋 于 零 ( 关 于 zxE[-a,a]). 

证 (I)ER E(Q|r-y|)>E(2a)=r, Yx, y€ 
[-a,a], x y(x92 yBRE(Q —- y)) EA 00). 

Cii ) 经 计算 可 知 


Fe [^ 


n e (l7 y] 
= 三 | 而 dydt 


d'a 
=1-o| £ a e esT, VrC€[-a,a]; 


zil z=] 


dtdy 


(li veo, d Cis |^ ECL» Day 收敛 , 故 可 取 


r0, 使 | 下 (|z|)dz< 玫 . 当 | 关 <r 时 ,有 
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Jig ze -»D- EC 7 »Dldy 


- xw ks scis TUUS »D 


-E(Ix-yl)ldy. 
分 别 作 代 换 + -h-yozB5ir-y-z. # 
三 IE *h-»D-ECz-»Dldy 
rt2r rt2r 
<| EC(lrt+h-yl)dy+ | E(|x-yl)dy 
r-2r r-2r 


h+2r 2r 
- [^ EdlzDdz | ECL e Dae 
t -2r 


h-2 
xo E(|z|)dz<$. 
-3r 
由 于 E(|z|) 当 240 时 连续 , 故 在 ex | 2] 2a 上 一 致 连续 ， 
Aij3e»o(uB8«:c),fiscxlz|x2a,cx|z*n|l« 
2a, |^ | <8 HEALE C+ D - ECIe DI & m. BFH Y 
€[-a,x-2c]X y€[x * 2c, a ]Hl, fRÉ 2a | x *& h y | 
52a2|r-yl22r:»c, ERI 


r-2r a 
(unge e D 7 Ea yD)ldy 
y r-2r a € E 
S (| | laS < D i 
ds An:s4|A | « o 时 , 恒 有 
ji |E([|x*h-y|)-E(Ix-»|ldy«e. 
证 完 . 
辅助 结论 TI (i )B:C[ 一 a,a]->C[ 一 a,a] 全 连续 且 
lBl=1-o| arci ent + 2aE(a); (2:17) 
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(ii ).A 是 映 C[ 一 a,4aj 中 区 间 0x gCr)E€l A C[ 72.2] 
PRE Oeo) S1 的 全 连续 算 子 ; 

( 放 ) 忆 存在 惟一 的 非 负 就 范 ( 即 范 数 为 1) 特征 函数 yy* 
(r),Hc'Bj'-74',c' 51,9" (x) »50(x€[-7a,a]), 
lo* |] 2 GJEP c Æ B 的 单 重 数 特征 值 , 并 且 若 c 是 B 的 任 
一 异 于 c* 的 特征 值 , 则 必 有 |c|>>c*. X y* (zx) 是 偶 函 数 , 即 

$'C-a)9 4 (x) (-a<r<a). (2-18) 

证 (i) 由 辅助 结论 I 的 (i) 与 (ii) 易 知 B 将 C[ 一 a,a] 中 
的 有 界 集 变 成 一 至 有 界 且 等 度 连续 (在 [ 7 a,a]j 上 ) 的 函数 集 ， 
从 而 B;C[ -a,a]>C[ -a,aj 全 连续 . 当 |p|=1 时 显然 


lBpl< max [^ E(x -yl)dy. 


-asxsa 


ER go(x)=1, 则 | e] = 1, E 
| Beo] = mex | E( |x - » Ddy. 
由 此 可 知 
181= sup ,1Bp|=_ max | E(lx-»Ddy. (2°19) 
但 (人 参看 辅助 结论 工 ( 站) 的 证 明 过 程 ) 


li E(x- »Ddy = 1- o] Ey coshtzdt, 


故 
max | Ec |z- yl)dy= 1-0 rd. Q0) 
又 , 利用 分 部 积分 法 知 
NI ti MPa. (2-21) 
o t 了 o 


于 是 由 (2.19)、(2.20) 以 及 (2.21) 诸 式 即 得 (2.17) 式 . 
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Cii ) 由 辅助 结论 工 的 (i) (让 ) 知 4(D)CDD, 这 里 
D=ilolepECL-aa] 且 0 委 p(z) 委 1 (2:22) 
并 且 A(D) 中 诸 函 数 一 致 有 界 且 等 度 连续 , 从 而 A(D) 列 紧 . 
另外 ,显然 (由 辅助 结论 I 的 (ii))A 是 连续 的 . 故 A: DD 
全 连续 . 
(H) P9» lgl e€ CL-a, a], e(x)201, W P ÆC- 
u,a] 中 一 个 体 锥 . 34 e € P, e 0CBI p(xz) 关 0) 时 有 


Bop(x)= I. E(|x-»l)og(y)dy 


| 2EQa) | eGXdy- a0. 
故 Bo 是 PP 的 内 点 .于 是 根据 一 已 知 结果 ( 见 [76] EHE 6.3 或 
[6]264 页 定理 2.3) 即 知 B EP 中 具有 惟一 的 就 范 特征 元 y*: 
$'€P.lo'I21e' Bj =y*, 且 c*>0,c' 是 B 的 单 重 数 
特征 值 , 并 且 B 的 任何 其 他 特征 值 c 都 满足 |c| >c*. 此 外 ， 
y* 是 PP 的 内 点 .下面 证 明 y* (zx) 是 偶 洋 数 . RITE 


Came] El -z- Do Gy 
2 E(|^r*zl)g'(-2)dz 


set f Edz-eDe C- ode, 
ik y* (一 x+) 也 是 B 属于 c* 的 特征 函数 . 上 面 已 证 c* 是 单 重 
数 的 , 故 
J’ =(-zx)=By’* (x), (- a&x&a). B7 const. 

由 于 $'(2)20,9' (7-2) 20, max j'(z)- max 9" (- x) 
=1, 故 必 有 8=1, 从 而 (2.18) 式 获 证 . 最 后 证 明 c" 21. XE 
%”(z) 在 点 zoE[ -aaj 达 到 最 大 值 , 则 (注意 到 辅助 结论 I 
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的 ( ii )) 
1 =g" Gc | EC sec » Do? G0» 
sef E(|xo- y|)dy<c*. 
证 完 . 
结论 I 车 0<c 志 c*, 则 方程 (2.13) 在 D(D 的 定义 见 


(2.22) 式 ) 中 只 有 零 解 p(x ) 夺 0. 
证 用 反 证 法 . 假定 方程 (2.13) 在 D PÄR e" (22550. 


由 于 G,(z)= 》) ka (17 30! H& Oca d 上 的 严格 减 函数 ， 


a 
eG)» | Ela -»D6C* QD» 


= Ez- yG GG) e G e* Gd» 
< Ele -»D6. 009 (y)dy 


=ef E(|xz-y|)p* (y)dy 


=cBo* (x), 
e'CG) = x 
其 中 0<0(y)<1. 于 是 max. Bg' () ci€e€c'. W 
e'&caBe', (2:23) 
0«c«c'. (2:24) 
ES 
B,p = Bg + *— (n=1,2,.…), (2:25) 


E E] le'l A R = B,o bh 
则 当 pE D i, |B| > — 0. X Be IPSE 显然 
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B, ERD 入 DD 的 全 连续 算 子 ,而 D 是 C[ -a,a] 中 的 有 界 凸 
闭 集 , 故 由 Schauder 不 动 点 定理 知 , I o, € D, f Bro, = pn. © 
然 | Po, 21. 于 是 


Bg, + $- = up, (n=1,2,.…), (2-26) 
leter- [Belie]. a 


H(2:26) Al, 9,2 -p* 45a = sup | t| p, >to” |, 则 有 


-L«t« oH emi p". 于 是 根据 (2.26) 式 及 (2.23) 式 得 


=> * * * * ^ * 
$23 Be, 21 zB e')2Í-Bg' 2-—.'. 
Àn C1À, 


由 e EXAME, ATT cià, 21 BI 


MI ne d; eds (2-28) 


根据 B 的 全 连续 性 (辅助 结论 耳 (i)) 以 及 14,| 的 有 界 性 
(Q2:27):5, (2-28) XA: dni X ni Xo X n Xin, E Be, 一 


iue „7 (S40<1B1). 于 是 由 (2.26) 式 知 o, > ta - 


po, A if | eo] = 1, Bpo = Mogo, po = poBpo, po = 0 < uo 
ci. 于 是 mo 是 中 的 特征 值 , 且 注意 到 (2'24) 式 , 知 0< uo X c", 
此 显然 与 辅助 结论 开 的 结论 (六 ) 了 矛盾 . 证 完 . 

辅助 结论 下 ” 若 c>c”, 则 方程 (2.13) 在 D 中 必 有 最 小 的 
非 零 解 v(z) 和 最 大 的 非 零 解 v(z), 并 且 0<ux(z) 委 v(z)<1 
(YrEļ[l-a,a]). 

证 $ 
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va(r)91, v= Àw.; (n=1,2,…), (2-29) 
其 中 A 为 算 子 (2.15) 式 . 由 于 GOJO0xzxl1 上 的 严格 增 
函数 , 故 A ERD 入 DD 的 全 连续 增 算 子 . 
由 于 
u(x)=) Ez -»D6C4y 


=(= e) f E(|x-yl)dy<1= vo(x), 
故 Vo v2 v" nm. 由 定理 2. 1 的 证 明 过 程 知 ， dv€D, 
| v, 7 v|-—0(n-—99), Av = v, Hv ÆA TE D 中 的 最 大 不 动 
点 ,并 且 0 委 v(z) 委 pi(z)<1 Vx €[-a.a]. 
取 定 6>0 很 小 ,使 
(1-8)c>c*， (2.30) 
N N 
由 于 G,(z)7 D ky (1-7 2) 1 连续 , G (0) 9 > pet c, 
BE 36920, fi 
G; (z)2(1-8)c (0xizze,). (2:31) 
于 是 当 0< s 委 eo 时 ,有 
Alep" Go)» | ECz-yl)G(ey G2 
=| Ez- »DG, Og" O) ep" G0dy 
2p E(|x-vl)(1-80)eg ' (y)dy 
-UDE g ye (7). (2-32) 
KS 


vo,e(T)=ep (XT), Ur, e 5 Avi. (712,7), (2:33) 
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则 Vo, vi, uo EAR AR v, LESE, 
从 而 存在 u €D, (E| vn, e u| >01), HERA Au. = 
ues OXu(r)Ev(r)K€1 (-asrma). 

下 证 u, 与 e 无 关 (0< es 委 eo). 事实 上 , 设 0< e X e; eo, 
显然 ue < Su, .^T- fe | eae H ep" Su | ,显然 e,€ 
T i TEZ. 令 e*=supT, 下 证 必然 e* = es. 因 若 se Xe 
则 将 (2.32) 式 用 于 e" o ,得 (注意 e g" uL) 


eg” <da" + SAle*g*) € Au, = ue» 
[4 


ppU 6 Se og e 的 定义 矛盾 , 故 e" =e2. 从 
T eap" Sue HITAN usc, . 于 是 得 we = u, 故 u 与 6 X 
关 . 令 其 公共 元 为 u: pa a Sede. 最 后 证 明 EA ED 
中 的 最 小 非 零 不 动 点 . HE p ED, e 0, Ap" = g' Wi - 
a&rsa 时 ,有 


e' G7 | EClz-yl)G(p" Ddy 


>E(2a) [^ Glg" GX)4y- 270. 
取 s 使 0<e<minileo a], FE ep" &eaxo' , AT 8 v, 
<o“, BURIBG u =u Sp. 由 此 可 知 , u 是 A 在 中 的 最 小 


非 零 不 动 点 , 且 
0< u(x)zv(x)X«1 (-azxxrxa). 
证 完 . 
结论 下 ”车 c>c*, 则 方程 (2.13) 在 DD 中 有 惟一 的 非 零 解 
e',0€o'(x)X1(-aszxsz),JF EDU f£fsl eo € D, oo 0, 
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迭代 序列 
eG | E(z-yl)G(p -iD))dy (52). (2:34) 
都 在 [ - ca, cj] 上 一 致 收敛 于 e" (xz): 19,7 9 |] 9 (n>). 
证 ”要 证 方程 (2.13) 在 D 中 非 零 解 的 惟一 性 , 根据 辅助 结 
ie HI, 只 需 证 明 u(x)= v(rx)(—asx&a). 为 此 首先 证 明 : 若 
0< z, € z« 1, 则 
GC) GU) (2-35) 


PA z2 
PXE, G. (z)-7 25 kc, (1— 2)* JE Oc zx EB x E 


Xt, X G(0) 20, 8G 0 z «1 时 ,有 
-和 


dz\ z 2 


z 
=+ |zG, (2)-[G(2) - GCD]] 
z 
- 35126, G) - G; (bz)z| 


z 


-l[G.(.-G,/(6)]«0 (这 里 0<9<1). 


üt EU ge oc =<1 上 的 严格 减 函数 , 从 而 (2.35) 式 成 立 . 
现在 证 明 u(x)mv(x)(-asxc&a). 用 反 证 法 , 假定 

xzr) 天 v(z). 由 于 u(x) &v(x), Wi ulr), v( x) ES, lE 

[ -a,aj 中 某 小 区 间 上 恒 有 u(x)< zw(z), 从 而 由 (2'35) 式 有 


G(u(z)  G(v(2) 、0 


u(x) vlr) 
因此 注意 到 v(z)20,u(x)208 
Jr v(x)u(z) SUD - 800 Jaz s o. (2-36) 


u(x) v(x 
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[' nero [EUN etn s 


- | [v(x)GCuCx)) - u(x)GCoCr)) ]dx 


i | [i E(|x - y GG) GCu (x ))dzdy 
-f f E(|x-y|)Gluly))Glvlr))drdy 
di 上 E(Ix - »DGCu(x)) GCo( y) dxdy 


- [i gde-»b6Gin»6co»asey 
= 0, 
此 与 (2.36) 式 矛盾 . 由 此 可 知 u(x)mv(x). $ 9^ -u- v, 
B (2:34) XA | 
qQ,7À9,-1 (n71,2,7), ED, go. 
于 是 


1>gi(z)= | Elz-yD)G(po(y))dy 


>E(24) | Glgo(y))dy=a >0, 
(aSa). 
故 可 取 e 很 小 ,使 0<s<min jeo, a! (eo 的 意义 见 (2.31) 式 ). 
于 是 ep" ig A, PEARL A 作用 mn 一 1 次 ,得 
Un-1,e KPS vr-1 (n7 1, 2,*), (2-37) 
其 中 vw, -: 表 (2.29) 式 中 的 序列 , v, _1,。 表 (2.'33) 式 中 的 序列 . 
在 (2.37) 式 两 端 令 n>, 取 极 限 , 并 注意 到 v, 1:(z) 在 [ - a, 
aj 上 一 致 收敛 于 v(x)89o' GB v, i. CrME[- a, alE 
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一 致 收敛 于 u(x)8 o* Cr), BIZ pa (EL - a, a] E— Sk 
AF pg* (x). 证 完 . 
X op* (xz) 是 偶 函 数 :p*(-z)= 9 "(x) (CC ar&a). 
证 $9()-29'C x), M 


eG) [^ ECL o2 »DGCGo* Gy 
= | EQ -x+ zG" 2))de 


=| Ex - 2D6CéGOXde. 

这 表示 y(x) 也 是 方程 (2.13) 在 D 中 的 非 零 解 . 由 非 零 解 的 惟 
一 性 知 , o" (zx) 三 g* (xz) 即 gq*' (227 o'C7 x). 证 完 . 

由 于 问题 (2.7) — (2-8) 5 R4) 7r && (2-13) Se fr, 故 由 结论 
I .结论 开 及 其 系 得 

结论 亚当 0<c<c “时 ,问题 (2.7) 一 (2'8) 只 有 零 解 u 
(xz,Ap)=0; 当 c>ce "时 ,问题 (2.7) 一 (2.8) 具 有 惟一 的 非 零 解 
ur, u), FH 

O€u(x,u)X1 (-aSrSa, -1&puxl), (2:38) 

u(x,g)-7u(-x,-pB) (aSa, -1<y<1), 

(2:39) 

Sup cual tn n Gr 0] 0 (n>), 


(2-40) 


— arua, 


[é*6(. o)» p>; 
uy (xr, p) 7 3 GCp, x)), PLI 


- f e 4G p, (y)dy, p<0; 
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Pu( 工 ) 表 序列 (2.34), 其 中 po(z) 是 满足 0 和 po(z) 委 1 的 任何 
不 恒 为 零 的 连续 范 数 . 

证 只 需 证 (2.39) 式 与 (2.40) 式 . 当 j>0 时 有 (注意 到 
e' (xz) 是 函数 ) 


u(-xr,-u)-2- | m G(og'(y)dy 


= fe alr- Gp (-z))dz 


= [7946 Goya 
-7 u(x,p) 
同 理 可 证 : 当 w 委 0 时 ,也 有 u(-x,-u)7 u(x, u), (2:39) 
式 成 立 ， 
M w>0 时 ， 
| us lx, a) 7 ulz, u) | 


= [e toto. c» - 6Ce* o9» 
E« e 4)-G( i 。 plc 

[Ole - GCo |: fea 
-[6CGe0-7GGe)]-Q-76 207?) 
«IGGe)-GCGe*)]; 

[us Gr a) 7 u(r, u)| 
x G n -G 5 . T a-y) PES 
IG(e2-GCGe*)] Fe 人 2 Jay 
-[6(e0)-6CGe)0] (1-e7 (7#) ») 
<l|6(y,)-G(p")|; 


又 显然 (jx =0 时 )， 
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[u(x,0) -«67,0)| 2| GC, C302) - GC p" C) | . 


故 得 
sup — [wu -ulr y) | 2 [GG -G 


由 此 注意 到 | pw, 7 o" [909 (2 一 oo), 即 得 (2.40) 式 . 证 完 . 

注 3 结论 焉 的 结论 是 符合 物理 事实 的 . 若 碰撞 时 出 现 的 
中 子平 均 数 c<1, 显然 不 可 能 产生 链 式 反应 , 故 应 有 ulr, yu) 
=0. 由 于 中 子 可 能 逃离 核反应 堆 , 故 即使 c 稍 大 于 1, 也 不 能 产 
生 链 式 反应 ( 即 u(x,u)50) RAS c 大 于 某 一 比 工 大 的 数 
c “人 以后 , 才 可 能 产生 链 式 反应 ( 即 0<x(z,wx)<1). 

另外 公式 (2.40) 表 示 : 可 以 从 任何 初始 函数 p, (xz ) 出 发 作 
迭代 序列 , 最 后 得 出 的 uu Cr, yx) 可 作为 w(x, 4) 的 近似 值 . 

最 后 讨论 , 界 数 c “以 及 问题 (2.7) - (2:8) BRE ulr, yy) 对 
于 反应 堆 宽 度 2a 的 依赖 性 . 

结论 W (i )c' 是 a 的 连续 函数 , 且 随 a 的 增 大 而 严格 减 
小 , 即 当 0<a<a 时 , 必 有 c*>e*; 


Cil ) lim c* = +œ; 
a-^ +a 


(Ñ) lim c* =1. 


证 〈1): 取 定 户 >2, 令 g= I. di Holder 不 等 式 有 (x 


zyH 
senec sped (ona T 
e E (2:41) 


E [z= wl? B 
其 中 y-27p^5(q- 1) fot = const. 于 是 知 (例如 参看 [18] 


引 理 5.1) 8 Y B 又 是 映 L*[ 一 a,a] 入 C[ -a,a] 的 全 连续 算 
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子 . 故 二 = max Ge p) PERKET em pU 


达到 .做 [一 a,a] 上 的 函数 go 如 下 : 令 
" e 4 rEf[-a, alif; 
moe neis i eta am 


显然 
Vols = NE i (f Loco az}? 
= | yl, 
故 
Ei f f ge y DeGo Codes 


C lel 271 

>f .| Ex-y)) Yr) (ydrdy 
= f Feds »becoscoazey = 二， 
Ame Sit. FE vt SEX BS] =2", 由 于 g(x) 
ER 9G) Z2 0, i8 120 充分 小 时 ,有 HG) 


PA X 
(7astrsa). $ 1 表 满 足 此 式 的 上 中 之 最 大 者 ( 它 显然 存 


E), W cod OG) Cr ara), ATC- ara 时 ) 
té Gr) too [EC e y Dydy 
<e*| EL e- »D9G0dy 
=i Ed z-»D$G)d 
«e Ede- Jd (dy 
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= y(x), 
TS 注意 到 p, y 都 是 连续 函数 , 知 当 so >0 充分 小 时 有 (zo + 
epr Klr -axa), 此 与 to 的 定义 矛盾 TR GÀ 
>e” RUWE. BEC! J& o 的 连续 函数 . VEO Ha <a Sh, x 
E h 是 两 个 任意 固定 的 数 . 令 | Ioco 1?dz = 全 ,注意 到 
g(x) 是 偶 函数 (辅助 结论 2-2( ili )), 知 
$= F F Ediz »D$GOeGodzdy 
< f f E(Ix-»l)9GO$()dxdy 
(fe foar f 8t »b$Goay 
j (: [powt E(Ix - »DóGodz 
= f &lz-»D09GO9Godray 


4 f lilr) decl +28, 
a C € 


um 
c 


从 而 
0<c* -< 这 (2:42) 
由 (2.41) 式 知 
S- [gr) a 
= G^» f'as[f Eds od] 
«c» fde f? ted s- spray 
«ray laf 412-138 
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mw ty KAIRE - dy «JG 一 z) dy] 
= t one iate 
= Y (EY) = VIN DICIS h 


2(p-2) 
(2-43) 


另外 , 由 于 
9G) ae] E(| x -»D9()dy 

i EQa) | $04». 

两 端 积分 ,得 
[$coaz22a* EQa) |. 908», 

" | 

122ac ' E24) 221, c ' E205). (2:44) 
H (2:42), (2-43) (2-44) CE 


oc NN 
0<c-¢ <IRE- 0I 
其 中 


9 ygl QS - (a aD 


o a 
2(p-2)LEQLU 
+ (à - a)*]. 
故 c “是 a 的 连续 函数 获 证 . 
Cil )5 Cil) : 先 证 不 等 式 
1 


_ 1 yl -a_l -2a 
! faa ^ daa" 2 *2aE(2a) 


< 二 <1-。 “+2aE(a). (2-45) 
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B (17) 


+- Pesi 1y*1=1B1. 


=1-e “+2aE(a), 
故 (2.45) 式 右 端 不 等 式 成 立 . 
4 gy (x) (- asa), J| eol 1.:=1, 从 而 


4 2a 
1 a [:*?e'"*sinhta 
l2. go)=1- 2 | MS NE (2:46) 


利用 部 分 积分 法 , 易 算得 
上 e "sinh/a 4 


t 
c £3 


SL em euim I gs), 


4c 
以 此 式 代入 (2.46) 式 , 即 得 (2.45) 式 左 端 不 等 式 ， 故 (2.45) 式 
BL. 
由 Hólder 不 等 式 知 
" ud to oia oa f -2ra g 2 [£2 i 
aE(o0) - ^ , ; dS). us à: (I. 4| 
EE 
故 
im. aE(a)-0, (2:47) 
lim aE(a)7 0. . (2:48) 


由 (2.47) 式 知 ; 当 a> + oo 时 (2， “45) 式 两 端的 式 子 都 趋 于 1, 故 
结论 ( 诈 ) 成 立 . 又 ,由 (2.48) 式 以 及 (2'45) 右 端的 不 等 式 知 
c'Zz[1-e'"*-*2aE(a)] l-*9, X g—-*0Hf. 


故 结论 (ii) 成立 . 证 完 . 
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Ha ANEA 5 03€ EX. 首先 注意 , 实际 的 该 
反应 推 都 是 有 限 的 ,无 限 只 是 一 种 简化 了 的 理想 情况 . 上 述 无 
限 梳 式 核反应 堆 可 以 折 似 池 理 解 为 长 方 体 反 应 推 , 它 的 宽 为 
2a,'C 81 (3 71 2a 4) EKOA 242) HR IK Ce a 比较 而 言 ， 
即 a, >a,u >a). 由 原子 核 物 理学 知道 (参看 [85]), 反 应 扒 中 
的 牛 子 必 有 一 部 分 从 反应 扒 的 表面 逃脱 出 去 , 其 逃脱 量 和 反应 
推 才 面 的 面积 成 正比 ,而 中 子 的 产生 量 和 反应 扒 的 体积 成 正 
比 .(i) 表 示 : 当 w 增 大 时 , 易 知 上 述 长 方 体形 反应 扒 的 表面 积 
Baja t 845a t 8aa, E 

8aa 45 a 


+ 


和 体积 之 比值 减 小 (因为 此 比值 为 
二 十 二 一 记 )， 因 此 ,总 的 看 来 , 中 子 的 损失 减少 , 故 中 子平 均 数 


a 

c 就 是 小 一 点 也 可 能 维持 链 式 反应 ,此 意 即 <* 减 小 ADRE: 
Ea 很 大 (反应 推 很 大 ), 则 反应 堆 表 面积 和 体积 之 比 很 小 , 从 
而 总 的 看 来 , 中 子 的 损失 很 少 , 故 只 要 中 子平 均 数 ec XOT UL 


N N 

可 能 产生 链 式 反应 .同时 我 们 指出 ,由 于 <= 3) la D k, 
e 是 有 办 的 ,因此 , 由 (j) 知 :反应 推 太 窗 时 ,就 不 可 能 产生 鲁 
式 反应 ,这 一 结论 在 物理 上 是 正确 的 . 由 原子 物理 学 知 (参看 
(85)), 反应堆 必须 太 于 它 的 所 谓 “临界 体积 "， 才 能 发 生 链 式 反 
à. 

最 后 讨论 解 对 参数 的 依赖 性 

结论 V Be>c*, Wd »5aatt)8le'-o'l. 
一 0, 这 里 pg“ 和 9 分别 表 方 程 (2"13) 和 方程 

eG = | EC- IDG O) dy 
(åL) (2-49) 
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的 惟一 的 、 满 足 条 件 0<p "(z)<1，0<9 (rz)<1 的 连续 解 ， 
范 数 |p* -o'l EZA C[ - ae",a 7”] 中 取 的 ,这 里 < = 
minia,al. 
(li)a«a-eo'Gr)€o'(x) (~ara). 
证 (1) 设 a<a, 令 
poz)=1, e GO 7 | ECle - »DGLo 034» 
(n-1,2,:7), (C a&x&a) (2:50) 
po(z)=1, pz)= [ECL e y D6Lg O01» 
(n21,2,"-), (-a&x&a). (2:51) 
B e AE a E 
Pala) Kpl) (C7 aXrEa, n=1,2,.) 
取 极 限 得 
e'G)«e'(x)p, (x) (-a 魏 rz 和 oa=12…)， (2:52) 
下 证 
lim |p 70d 79 (2 (2-53) 
其 中 范 数 是 在 C{ 一 a,a] 中 取 的 . 由 归纳 法 . 当 n=0 时 (2 
53) 式 显然 成 立 . 设 n =k 时 成 立 , 则 由 (2'50) 式 与 (2 51) 式 知 
9x o, rr) pril) 


= f &lz-»DIGta G)1- Gpl] Hy 


«(I d EA 
= 了 +1. 
我 们 有 
0< LSIG) -G| [ EU - »Dd» 
267 


«Gto - G(o,)|. 
故 当 4 一 a +0 时 了 一致 趋 于 零 ( 关 于 rEl-a,a]). X 


0« l< (| + )E(z-yl)dy 


P - e (G7 全 [5 -4(y- dy 
-i]. 4 ied po UE 


£p [e^ (4*9 e e^ ‘(eT 2]-[1-e7*979?]dr 


+o 1 一 e -t(a- a) 
<o Í E: dt (-axirsa). 


- t(à 


由 于 当 áa +0 Rt 三 Let ano, k I; -KEFE 
GET rEl-a,a]). RE] 9-:1- 9l —0(a—2 * 0). 故 (2 
«$. 由 (2'53) 式 知 


53) 式 成 立 .Ve>0, 取 no, de] 9" 7 0. 


So 于 是 , 由 
(2.53) 式 知 (C<a<a+G 时 ) 

le'-e'l« 

'E € 
To | 

因此 有 ,lim lg" - e* 1-0. 同 理 可 证 ,lim le’ - 9170, 8 
中 范 数 是 在 C[ - a,a ] 中 取 的 . 于 是 (| ) 获 证 . 

MO a<a 时 ,由 (2.52) 式 知 ( 当 -a 委 zs 和 au 时 ) 

eG (fS E EECa- bete coo 


> E(Ix-»|DGleo' (y)]dy 


Pn, T P? «lo. | + |, | 


«(fi [)ede- bete: co 
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-e'Gos (|+ f )elz- »Dote Goles 
2eo'(r). 
Cii ) 获 证 . 证 完 . 
Hb VW aa 时 , 必 有 
max | lu(x,nu)- u(x, a) | 一 0( 对 任何 -1X€p,x1), 


ca —-minla,al; 
sup. lu(x,p)- ulz, u)|>0 (对 任何 e>0); 
这 里 ulr, wx) 表 问题 (2.7)~(2.8) 的 不 恒 为 零 的 满足 条 件 OC 
ulz, 4) 二 1 的 惟一 解 , x(x, 4p) 表 在 (2:7) 一 (2:8) 中 以 a fa 
所 对 应 问题 的 解 . 此 外 , 若 a CaL WUA ulr, p) ur, y) 
(7aXzSa, -1<p<1). 

证 ”由 结论 V 的 (|) 与 (i)， 利用 关系 式 (2 22), 即 易 推出 

结论 的 断言 . 

注 5 结论 证 的 物理 意义 为 :能 产生 链 式 反应 的 概率 随 反 
应 堆 的 加 大 ( 即 a 增 大 ) 而 连续 增 大 ;因此 ,核反应 堆 愈 大 , E 
产生 链 式 反应 ， 

注 6 对 于 中 了 予 迁 移 方程 的 线性 情况 , 已 有 许多 研究 , 例 
iv, J (86) . (87). (88) ~ (89). 

下 面 讨论 减 算 子 . 

定理 2.4( 见 [142]、(156]) 设 ( 1i) 锥 PP 是 正规 的 , A.P 
一 已 是 凝聚 映 象 (特别 地 , 严格 集 压缩 映 象 , 全 连续 算 子 ), 并 且 
是 减 算 子 ;( ji )40>0, A302: 69A0, 其 中 eo>0;( 前 ) 对 任何 6 
<z 委 40 R O<t<1, FE q= glr, t)>0, 1E 


A(tr)<[i(1+y)] ! Ax. 
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那 末 , A 具有 惟一 的 正 不 动 点 z* > 6, 并 且 以 任何 z€ P X 
值 作 先 代 序列 zx, = Az, -1(n=1,2,…), 都 有 
len- x* |0 
证 ”对 于 PP 中 任何 非 相 对 紧 的 有 界 集 S, 有 
a(A’(S))=a(A(A(S)))<a(A(S))<a(S), 
故 42:P~~P 也 是 凝聚 算 子 , 而 且 是 增 算 子 . $ uo = 0, 4, = 
Au, in=12,…), 易 知 uo A? ugo, Au; ua. 于 是 根据 定 
H 2.1 知 , A? 在 [9, A9]( 即 [ uo, xi]) 中 必 具 有 最 大 不 动 点 u* 
与 最 小 不 动 点 wu,, 且 
(0 Hen Heanaca, o $0 
07 ug uy uu Ku" Urano 
Su; Şu = 40. (2°55) 
因 u;7 A*02 e,A02 0, lk u' Zu, 50. TE uz, = Auz, -, Fl 
u2,*1 7 Auz, P n- 9 BURIS, S u, = Au”, u* = Au,. 我 
们 有 u. u426o9u4Zeou' . $ 10=supii1>0| u, Z5w" |. W 
eo tol, u. Stou" X tX, RR AR (EC ll ) M: TEE 90, 
使 ; 
A(tou’ )<[to(1+ $)] ! Au' 2 [t1 * po)] lu,, 
故 
u* = Au, &A(tou' ) 魏 [ro 人 (1I+ mo)] tus, 
即 u. Stoll + 加 )x ,此 与 to 的 定义 矛盾 . 因此 ,有 2971. 
由 此 可 知 w,=u*. 令 Tz*=u,=wu*. 则 x*>0,xz*"=Ar’。， 
Bl z'dé A 的 正 不 动 点 
XU rm0ÍEr-Ar M OCI«A0,r-A'r.HM x EA? 
ELO, A9] 中 的 一 个 不 动 点 . 根据 wu, 的 最 小 性 和 w 的 最 大 
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E, u, Su. r=". TÆ, RINER A BETA 
点 的 惟一 性 . 

最 后 ,证 明 | x, 一 x |—90. 由 于 x20, ik 0C Azo LAO, 
即 uos Su, BRA A 作用 之 ,得 wu 二 xr; 三 ui; 这 样 继续 下 
去 ,得 

uz, Tu Un 人 Tarun (n71,2,77). 

由 此 根据 (2.54) 式 与 (2.55) 式 ,并 注意 到 u, r'u", AER 
定理 1. 3， 即 知 |n, 7x 1 9, Jena ct |] 0; kk 
| 一 zx -0. EX . 

例 2.2 研究 核 物理 中 出 现 的 一 个 非 线性 积分 方程 (参看 
(104) , (105) 、(106] ) : 

1= 9G) tyle) EER gydys, oem. (2°56) 
由 于 %(z) 代 表 某 种 概率 , 故我 们 感 兴趣 的 是 方程 (2.56) 满 足 
条 件 0<V(z) 委 1 的 解 (注意 ,方程 (2.56) 的 解 必 满足 (x) 
0). 

结论 RE 

(i)RCz,y) 在 0 委 r,y 委 1 上 连续 , 且 当 >y Hf, R(x, 
3)20;235 r< y, B, R(x, y) :0; 

(ii )3v20, #4 0x zr, y«l, x5 y 时 ,有 

|RG 3) & Cl x - yl'SG. y), 
其 中 C 是 常数 , S(z,y) 在 0 委 z,y 委 1 上 非 负 有 界 , HWE 
dim Sb o, (2:57) 


ry 0 GE 
那 末 ,方程 (2.56) 在 C[0, 1] 中 满足 y(x) >0 的 解 存在 惟 
一 .用 % (rz) 表 此 惟一 解 , RS OC (z)s1 并且 对 C 
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[0,1] 中 任何 满足 0< polr) d 的 函数 polr), 作 和 迭代 序列 


sacs [is f; Eoo] 

(n=0,1,2,.…) (2.58) 

都 必 有 
19,7 9^ [>00 (noL). (2-59) 

证 当 R(x, y)=0 时 结论 显然 成 立 . 故 下 设 R, y)sE0. fF 
代 换 

g(z)= 了 -1 (2.60) 
JJ 7; £8(2- 56) 4E JR, Hammerstein 积分 方程 


EA R(z, 4 i 
eco» f, £227. mpg ^ QD 


方程 (2.56) 满 足 0< y(zx) 志 1 的 解 ,相当 于 方程 (2.61) 满 足 o 
(zx) 之 0 的 解 . iil i) 


RS STER (z3*y, C1= const), - 
z? - y? - yl 
故 线性 积分 算 子 


Bolz) = f. Efe) eG)y 


Bk C[0, 1]A CIO, 1 全 连续 (例如 参看 [18] 引 理 5.1), 从 而 ， it 
意 到 假定 ( | )， AY 
Ap(lz)= | Ba us ‘(2.62) 


zs » 1+ i265 
映 锥 P= |g|pE C[0,1], (2) 201A P 全 连续 ,而 且 显然 是 
RAT :0S pı S p>Ap Ap 故 定理 2.4 的 条 件 ( DI p 
由 于 R(x,y) 关 0, 故 A0 0. 义 显然 A?026,A0, 其 中 
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M^ |A6l] = "INS RC, 


fs nr 


EE 
980 IFM’ 
故 定理 2.4 的 条 件 ( ii DRE . 现 设 920,0 t 1,8 


B ! RE. 1 ] 
A(tp(x)) 7 PEU dE "rp 2) (2:63) 


由 于 1 1+ p(y)>1+ ovn 2(y) 的 连续 性 知 


, I+ ol 
Su 1+ oly) 
于 是 ,再 由 (2.63) 式 知 


a ”7>0. 


' RG y), 1 
AGg GO) ie UEM. pG 


=[:(1+7)] ! Ag(x), 
WEE 2.4 的 条 件 ( 诈 ) 满 足 . 于 是 根据 定理 2.4 A, A RAIE 
一 的 正 不 动 点 pg“ (x). 由 于 A9>9, 故 yp* (zx) 也 是 A 在 P 中 
的 惟一 不 动 点 . 由 定理 2.4 知 :对 任何 eo € P, VEXEIXUE PU 
$17Àg, (n70,1,2,7), (2-64) 
都 有 | gp, -o'[—0. 令 ( 代 换 (2.60) 的 逆 代 换 ) 


人 er | 
(n70,1,2,) í (2:65) 
DUE IN (z) 是 方程 (2。 56) 满 足 0<V(z) 委 1 的 惟一 连续 解 ( 也 是 
满足 %(z)>0 的 惟一 连续 解 ), 并 且 (2.59) 式 成 立 . 由 (2:64) 
式 与 (2.65) 式 , 知 (2.58) 式 成 立 . 证 完 . 
例 2.3 i 


Lu=- 2 ayl) EF = > b GO e cou, 


即 存在 常数 wo >0, 使 对 一 切 c € (0 3€ RN PERAR GKI, 
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N 
a0€ Cc?'",0€«u4«1), —Vl gs (cn, &) € R^, E 5 aj 
j=1 


(x)&&6Z po | El 3X B, E au(x) e ag Cx), bi C cC, HIR 
于 CGDR cGE)2008 8 (94), (93) ). 
考察 半 线 性 Dirichlet 问题 ; 
= [co(z) + bp r€ 
i (2-66) 
u |n = 0. 
结论 ia (rE C"(0)(220,1,2, 5, n), ag Cx ETE, 
aj(x)(29 1,2, n)dEfR( V x€Q0);0€ a X a; X Ka, KL, 
n Zl, 那 末 , Dirichlet 问题 (2.66) 具 有 惟一 的 在 9 ETE IE BUR 
FCO u" (x), XE a= min] x,a, anl, HALO 
上 任何 属于 C*(6) 的 非 负 函数 xo(z) 为 初 值 ,用 w (zx) 表 线性 
Dirichlet 问题 


Lu = | co(z) 十 3 aD aGOTS| ^, r€4 
s (2:67) 


u m -0 

属于 C2**(6) 的 惟一 解 , 则 必然 u, Cr) E QE SORSICT. u” (zx). 
证 众所周知 ,问题 (2.66) 的 解 等 价 于 Hammerstein 积 

算 子 

Au(z)= | GG MG. p(y))dy (2.68) 


的 不 动 点 ,这 里 GE, y)3€ LE Q fff] Dirichlet 问题 的 Green Bj 


数 , f(x,u)-[ag(x)* 5 a;(x)u*] !. 显然 Hemska 算 


ja 


T fo(x)7 f(x, o(x)) IRE P- 19€ C(Q)] o(x)201 A P 
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连续 、 有 界 . 由 于 G(x,y) 满 足 不 等 式 ( 例 如 , 见 (77] ) 
M| z-y|7 "5, N22; 
0€ GG e| Vr,yE Q, x5, 
Molln|x—-y||, N22, 


(Mo = const);, 故 易 知 (例如 , 0, (18) 9| 38 5.1) 线 性 积分 算 子 
的 全 f ECE (2-69) 
Q 


映 P 入 PP 全 连续 . 于 是 , 算 子 A= Gf 映 P 入 P 全 连续 ,而 且 
显然 是 减 算 子 , 故 定理 2.4 的 条 件 (i) 满足 . REC ) 是 显然 
满足 的 . 下 证 定理 2.4 的 条 件 ( 诈 ) 满 足 .VY o20,0€ r«1, 8 


AGDE | 6G t'agly) 


dy. (2-70) 


* 2 ja GL eG2]^ 
[8 a4( y) »0CV y€ 0,0 r« 1, d 


1 lao(y)+ » a(y) pr) 2 ag(y) * a; GM eG)", 


i=l 


V y€n0, 
从 而 , 由 连续 性 知 
tlag(y) + Mai» oG2]* 
min = -1*75 7520. 


agCy) 十 2 ja Le G0T^ 
由 (2.70) 式 得 


1 
AGg Gies Ja GG LG? 


+ Pa LeGQ0]^] dy 


-[r(1* 0] ! AgCz), 
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故 条 件 ( 诈 ) 满 足 . 于 是 由 定理 2.4 4, A EP 中 具有 惟一 的 正 
A843 u*(r)u* (r) 20 PERF). H u* -Gfu' 9, u” 
(x)>0, Vr€ Q. FiEu"(x)€ C0). 事实 上 ,由 fo € 
C(Q) 知 ,uw* = Gfu' € C'*"(Q), (0€ u <1)( 参 看 [79]). F 
是 又 有 fu* EC (QQ)( 利 用 [96] 58 2), 从 而 u* = Gfu^ € 
C?'*(Q) CER [94). 
最 后 根据 定理 2.4 知 ;对 任何 uo (x) € P, PERFI 
u Gr)o [GG fos us i Q008y 
(n21,2,*), (2-71) 
us Cr)TE Q E—BSORSCE n" (2). 24 ug (x RF. CM, A 
fus € C(O), Afi 2-71)58 u(x) E C?**(Q0); Bi Bi (2-71) 
LA ui(x)€ C(A); ;这 样 继续 下 去 ， XI u, Cx) € C?**(Q) 
(n21,2,--)3H B (2: 7) SAI, u, (z) 是 Dirichlet [9] Zi (2 - 
67) 的 解 . 证 完 . 
定理 2.5( 见 [81]) 设 ( 1 E P ZERK, A:P>P ER 
S. T (i )A020, A*026,A0, 其 中 so>0;( 这 人 对 任何 0<a 
«51, fI o7 (a, 5)»0 fi 
ACGz)Elt(1*5)] ! Ax, Vaxtsb, 0< xx. A0. 
BK. A 具有 惟一 的 正 不 动 点 z* > 909, 并且, 以 任何 x, € P 为 初 
值 作 先 代 序 列 x, = Ar, -1(z=1,2,3,…), 都 有 
lz,- z * [-0. 
证 令 wo=0,us= Aus-1(n=1,2,3,…). HF AER 
算 子 , 易 知 
0 = uy uo w= AD. 
(2:72) 
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由 条 件 ( NOE 我们 有 


us 之 eo0ul> 0. . (2-73) 
于 是 ,由 (2.72) 式 和 (2.73) 式 ,得 
u2427€9u3441. (n=1,2,3,.…). (2:74) 
4 t, 7 suplt 20] u5,2 tuo, «11 , W 
Urn t,u34 41. (n71,2,3, 7). (2:75) 
3f EL, 8 (2:72) X8 (2-74) FIERE EI uoni Urn P Gus si 
Zu 2 得 
OL eo 1. (2:76) 
因此 1,7: ,并 且 eom d. 下 证 
“=1. (2.77) 


事实 上 , 若 <1, 则 esu m (n=1,2,3,…). 于 是 ,由 (2， 
72) 式 及 条 件 (并 ') 知 :存在 7>0, 使 
U2n41 = Aun SA (tytan S t (1 + 7)] Aun 
-[n(ut*5] uni, 
从 而 | 
RE NUT EA YI NUES PTS 
由 此 可 知 
tuaPtS tg. (212,3, 
故 得 
tua Z Ot y)" Zeg(1* 3)", (n21,2,3, 7). 
因此 > 99,155 (2-76) 2E JE. 故 (2.77) 式 成 立 . 由 (2， 


72) 式 和 (2.7S) 式 ,我 们 有 


0 三 va2v+2p 一 Ws usd un "EG —t DTE m )A0, 


故 
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| 2,25 7 uan [SNG 7 65)1A0]; (n, 071,2,3, 77) 
其 中 N 表 P 的 正规 常数 . 由 此 ,注意 到 (2.77) 式 即 知 uz, 一 
u, ECE. [AIEA] uznuu € E. 由 (2.72) 式 得 

uu Ru (n=1,2,3,.…), 


OLKu* -uu Un 人 (1-4)A0 (n=1,2,3,.…), 
l«* -u.]NG-6)l[A0l]. Cn=1,2,3,.), 
B u.-u'.* x'-u.-u'.Wixr'260,H 
uy, Ru (n=1,2,3,.…), 
于 是 
U2nt+1= Åu, ZAT Aunti= 43,52. (n=1,2,3,."). 
再 令 woo 取 极限 , 即 得 c Ar srt. HUE c = Ar", 即 
x “是 A 的 正 不 动 点 . 

车 x 之 0 使 z=Ar, 则 wo= 90 志 + = Az 三 A0= u. 由 归纳 
EB uu srstujai(n-L2,-). 9 2 a 
r'. 这 就 证 明了 A 的 正 不 动 点 的 惟一 性 . 

一 x "|->0 的 证 明 同 于 定理 2.4 对 应 部 分 的 证 


HH, MEK . 证 完 . 
注 7 定理 2.5 不 要 求 算 子 A 具有 紧 性 和 连续 性 , 但 条 件 
Cii ) 比 定理 2.4 P B3 CE Cli ) 98 .关于 非 紧 增 算 子 和 非 紧 减 


算 子 的 研究 , 还 见 [80] 、[170). 


$3 PIS rT5"HT 


定义 3.1 i P EX Banach 空间 EF 'P ffe, AT A: P— 
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P, uo>0( 即 459€ P, u9750). WR 
C i) 对 于 任何 x0, BEE o — a(x) 20, B9 Bx) 20, f 
auo Ax X fugi (3*1) 
Cli ) 对 于 任何 满足 o uor Spi u H r€ PGXH a1 —a, 
(z)>0,p8 7 (x) 50, MR OC ECL EE 9 w(x,t)>0 
存在 , 使 
4(t) 之 (1+7)L4z. (3-2) 
则 称 A Euo- UAF. 
定义 3.2 设 己 是 实 Banach 空间 EE FEE, HT A: P> 
P,ugy20. WẸ 
C 1) 对 于 任何 x > 0, WEE a 7 a(2) 20,87 B(2) 70, 
EG Dr 
Cil ) 对 于 任何 满足 a ug rx Biuo 的 zxEP( 这 里 ai= a, 
(xr)>0,B1=Bi(x)>0), 以 及 0<zt<1, 都 有 w= v(x,1)>0 
存在 ,使 
A(tr)S(1- 9)tAx. (3:3) 
则 称 A 是 wo- 凸 算 子 . 
定义 3.3 设 P 是 实 Banach 空间 E 中 某 体 锥 , A:P>P. 
(|) 如 果 对 于 任何 x>0 及 0<1<1, 均 有 


A Gr)» tAx, (3:4) 
则 称 A 是 强 次 线性 的 ; 
Cil ) 如 果 对 于 任何 zx>6 及 0<z<l, 均 有 
A(tr)&tAr, ` (3:5) 


则 称 A 是 强 超 线性 的 . 
另外 , 若 zx<y( 即 xx 委 yz 天 y) 一 Ar 和 4Ay, 则 称 A 是 强 增 
89:5 r< y Ay- Ax tuo, KP c7 c(x, y) 20, WP A Æ 
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uo- 增 的 ， 
显然 , 若 A 是 强 增 的 , 则 A 必 是 zxo- 增 的 ,这 里 uo BIN P 


中 任何 元 素 . 

例 3.1 我 们 证 明 , 在 例 2.2 的 结论 的 条 件 下 , 算 子 (2.62) 
式 的 平方 A? aV MET SUE us = | Raya 
R(x, y)Æ0, 这 时 u(r) 20, Æ0, BI uo > 0). ub. 对 于 任 
fs] p20, A 


2 E E PI 
Met ey d 


从 而 auo A! pe fuo, EP B— 1,0 TT -— 
>0, 故 (3'1) 式 满足 . 其 次 , 当 920,0 :<1, 时 ,有 


idi o rant 


zt-y! prune: 


Rin»), 1 
t Jo x 2- y? 1*9) 9 


aud: 
B Aplaz), 


<> 


从 而 


人 J, eg i dy 
diis 1+ yAg(y) 


=ef RCHAD, 
0 x?- y? TTASGYS 


由 于 + *tAeg(z)X1tAg(z), 故 


1+4p(z) 
JB EAD) 1* y, 220. 


Rt »), 1 
Alpola 3 J. 2 To 


=(1+ no 
故 (3.2) 式 满足 . 因此 A? 是 uo HAF. 
定理 3.1 设 己 是 实 Banach 空间 E 中 某 体 锥 , uE P^. Wü) 
CI 38 4 是 强 次 线性 的 , 则 A 必 为 uo- MAT; 
CIDE 4 是 强 超 线性 的 , 则 A DAX uo- ATF. 
证 RHC À), (ii) 可 类 似 证 之 . 设 A 是 强 次 线性 算 子 ， 
对 工 >0, 由 (3.4) 式 有 


Arc A(:2x |» 34Q3)246. 


因此 Ax € P". 于 是 ja>0( 充 分 小 ), 使 Ax -~ auo € P, BI Ax 
Saus. 另外 , 因 woE P", 故 8>0( 充 分 大 ), 使 uo- Ar € 
P, 从 而 Axsuo. 于 是 (3:1) 式 成 立 . 

Vzx>09 及 0<z<1, 由 (3.4) 式 知 A(tr)~tArEP'. 于 是 
357 9G, t) RHN), E ACIE) - tAr- mArEP, 即 A 
(tz) 之 (1+ Ax. 故 (3'2) 式 成 立 ,于 是 , A RE us UAT, WE 


76 - 

注 1 4 ud, -RRR uU AE (S X) 
是 强 次 线性 的 ( 强 超 线性 的 ) 例如 ,考虑 例 3.1 中 的 算 子 A, 
它 是 wo- EXT . 若 设 RG,)70, 但 3 xo€E[0,1], 使 RCr,, 
y)=0 pour 则 对 任何 p>0,0<:<1 A 


1 R(Xxo; 

Algols f EG ye 7? 
1 R( xg, 

iA? [oC] 1 f Ee yp 
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因此 A* (19) - rA?g€ P COZ, P= 1e|g€ C[G$1], e(3)2 
01). & A? 不 是 强 次 线性 的 . 

RA uo- 是 算 子 (特别 地 , 强 超 线性 算 子 ) 若 在 z= 0 处 连 
续 , 则 必 满 足 A9=0. 事实 上 ,由 (3"3) 式 知 A(1x) 太 iAx, 令 1 
一 +0 取 极 限 ,注意 到 A 在 z=0 的 连续 性 ,得 40 委 0. 但 A0Z 
0( 因 假定 A:P 一 P), 故 A0= 0. 

xu0- 四 算 子 (特别 地 , 强 次 线性 算 子 ) 即 使 全 连续 ,也 不 一 定 
有 A9= 0, 而 可 能 A0 0. 例如 , 例 3.1 中 的 算 子 AT 就 是 uo- 
UAF, 而且 是 全 连续 的 ,但 A20> 09. 

例 3.2 考察 非 线性 积分 算 子 

Ag(x)-7 [5G 0 LoG0T*4y (3-6) 


其 中 GN 维 欧 氏 空间 RN PEAR, kr, y) E GX G 
EEE, 连续 , a >0, a1. 4 P- lel g€ C(G), e(x)201. 
显然 , A:P>P 全 连续 i 

( 1) 车 0<a<1, 则 当 o»0,0€ rc L 时 ， 


Aliel] Alp(z)]= G7 0 [Gs Wp) Tdy 


2G -0 | [p(y)]"dy= p>0, 
其 中 以 = mink(zx,y)>0. B A(tp)-tApE P, BI Alte)> 
tAg. 这 时 A 是 强 次 线性 的 ; 

(ii) 若 cc>1l, 则 当 p>09，0<z<1 时 


'ALeG)] - AUgG)] 2 G - 0 f. k(xr,y) D gCy)]" dy 
Zm(t-0) f [oe(52]*dy » 8* >0, 


故 A(rg)«tAo. 这 时 A 是 强 超 线性 的 . 
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从 这 个 例子 可 以 看 出 “次 线性 ”与 “ 超 线性 "名称 的 来 源 . 一 
般 来 说 , uo- ORT CFH H, 强 次 线性 算 子 ) 具 有 较 弱 的 非 线 
性 , 而 xo- 廿 算 子 (特别 地 , 强 超 线性 算 子 ) 具 有 较 强 的 非 线 性 . 
定理 3.2 RA 是 xo- 四 算 子 ,而且 是 增 算 子 , 则 A 至 多 只 
有 一 个 正 的 ( 即 >b 的 ) 不 动 点 . 
证 设 x? >80, r? >06, ArO ic rP, Ar”? 240, 由 
(3.1) 式 知 
rP = Ar Va” "E en P ui Ac m ind 
FË, S to=suplt| rP tr” |, 0< to< + co , 下 证 tot. 
FKE, Æ to<1, 则 由 x man x O ,并 注意 到 由 (3.2) 式 知 
3 3020,18 Altor?) + qt Az) , f 
m = Ax'URA(120)2(1 4 go) to Ax 
=(1+ tox P. 
由 于 (1+ 99) to> to ERRE to 的 定义 矛盾 . 于 是 to 之 1, 即 
Pr”. 
同 理 可 证 rO SrL AE rO Ir. ux. 
定理 3.3 设 A 是 uo- 四 算 子 ,而 且 是 增 算 子 . 如 果 4 具 
有 正 不 动 点 xz“ ,并 且 锥 P 是 正规 的 , 那 末 必 存在 .R>r>0, 使 


Arx (x€P, 0<|zxl<r 时), (3*7) 
Arr (x€P, |x|>R 时). (3:8) 
u 先 证 
r20, ArX;x^r Zr. (3:9) 
FKE, 由 (3*1) 式 知 
rzAr Salz) uo= ZER BG" ) uo 


283 


a(x) * a(x) * 


TE Ext ' 
FES to=supit|r>tr*}, 0< < +o. FE £921. E 
不 然 to<1, 9 B (3:2) ATI, 3 99 20, E 
rZArZA(CQr')AGCg)uAr!cÓtgQ)tr', 
此 显然 与 to 的 定义 矛盾 . 于 是 £91, 故 (3.9) 式 成 立 . 
同 理 可 证 : 
r20, ArZr-r&Xr'. (3-10) 
令 r-inflztz"[, JI r 20(A, r=0, M 3z,€ P, ft 
|z,+x "| 一 0, 从 而 z, 一 -zx"EP, 此 与 z" 03 ED. 于 是 
此 > 即 满足 (3.7) 式 . 事实 上 , 当 xzEP,0<|zi<r 时 , 必 有 zx 
Zr (AE xxt" r—ztr'ze—r-r' 90,1 
jz 97122" EAD. FERC ORA Arx. 
由 于 PP 是 正规 的 , KELO zx*] 有 界 . 令 R= lim 


rS" 


lel, WIE R 即 满足 (3:8) 式 . 事实 上 , 当 rEP, ]z | > R 时 ， 
VA rzxErt.EEBEOH0)5N, BAD Arr. 证 完 . 
注 3 条 件 (3.7) 式 与 (3.8) 式 即 所 谓 “ 锥 压缩 ". 在 本 章 $4 
中 将 看 到 , 如果 A 还 是 全 连续 的 , 那 末 条 件 (3.7) 式 与 (3.8) 式 
就 保证 了 A 具有 正 不 动 点 : 因此 可 以 说 : 增 的 全 连续 uo- LE 
子 具有 (惟一 ) 不 动 点 的 充分 必要 条 件 是 它 是 锥 压缩 的 . 
定理 3.4 设 A 是 冲 算 子 而 且 是 增 算 子 . 如 果 A 具有 正 
不 动 点 z*, 那 末 对 于 任何 zo > 0, EXER 
Tnt+1=Azr, (n=0,1,2,.…), (3:11) 
都 必 有 
|z,- x" ],, 70 (n—99). (3:12) 
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证 任 取 0<ti<1, 令 
Uo 7 dE , U,417 AV, 


(n=0,1,2,.…). (3:13) 


显然 
Br en (3:14) 


4 p, 7 sup t | tz * Sv, |, RAR 


0< = py p &pP&'" Xp, &'" Xl. (3:15) 
X 
pur'*v, (n720,1,2,77). (3:16) 
我 们 证 明 l 
limp, 1. (3:17) 


若 不 然 , 则 limp, = Y «1 (24 20). 于 是 由 A H uo- HEH, 
3 了 7>0, 使 
A(yz' )20 * Q)YAx' - (0t yyx'. 
从 而 当 0<i 壹 7 时 ,有 | 
Az" mA )2AGz" Ye (5 pix", 
特别 地 , 有 
A(o,z')Z(u*gpr' (n20,1,2,"). (3:18) 
由 (3.16) 知 (注意 到 A 是 增 算 子 ) 
1=Azm 志 A(oz )22(1* por', 
由 此 可 知 
Qi * 9)p, (n70,1,2, =), 
从 而 
pt gp (=0,12 


此 显然 与 (3.15) 式 矛盾 . 故 (3.17) 式 成 立 ， 
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现任 取 12 21, 令 
WF tr”, w, +1 = Aw, (n=0,1,2,.%). (3.19) 


显然 
tjr = w ww e w, S r*. (3:20) 


4 与 =infjt|tx "之 w, |, 很 明显 


[207 869264026426, mmml, (3:21) 
&£x'Zw, (n=0,1,2,.…). (3:22) 

我 们 证 明 
lim &, =1. (3:23) 


ETIR, ilim e, = yo 1. 由 A 的 uo- MITES, J 9o 70, 使 


jatt 
Ar -A (ne )2 BAr"), 


Y 
* Yo xc Yor“ 


由 此 可 知 , 当 227 yo 时 


AQ) e A(Z a" >A"), 
从 而 
| t š tz” 
A(tx my AQor PES 
特别 有 
ACE KËT (n=0,1,2,.), 
再 注意 到 (3.22) 式 得 


(n=0,1,2, e, 


w, +1 = Aw,EA(Eer')x Ez 
1+ 70 


从 而 . 
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(2n70,1,2, 7), 


由 此 得 


STENT (n=0,1,2,.…), 
0 


此 显然 与 (3.21) 式 矛盾 . 故 (3.23) 式 成 立 . 
现 设 rzo>0, 并 作 和 迭代 序列 (3.11). 由 (3.1) 式 知 
apuo& x" = Ax * X fluo, (3-24) 
a uox, = Aro fi uo, (3-25) 
其 中 wo>0, 8,270,020, g, 20. 由 此 知 


a 
gt SUM B 
Bo ao 


今 取 0« 1, &min| 1, 22] max] 1, E, 
0€t€1, >l, vo tur" utr" = wo 
由 此 ,根据 A 的 增 性 得 (注意 到 (3.16) 式 与 (3.22) 式 ) 
pur KV, ST, Sw, S" (n-0,1,2,--), 
再 根据 (3.24) 式 知 (注意 到 (3.15) 式 与 (3.21) 式 ) 
(ps—1)Bouo (pp, -rrr NSE -1)r’ 
S£, - 1)8ouo (n20,1,2, 7), 
由 此 , 注意 到 (3.17) 式 与 (3.23) 式 , 即 得 (3.12) 式 . 证 完 . 
X EBR P 是 正规 的 , 则 必 有 
[x,-7x'|[-—0 (n9) (3-26) 
证 由 (3.12) 式 ,利用 本 章 定理 :1.4 即 得 (3.26) 式 . 证 
完 . 
定理 3.5 设 A 是 uo- 凸 算 子 ,而 且 是 增 算 子 , 则 A 至 多 只 
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有 一 个 正 的 ( 即 >9 的 ) 不 动 点 . 
证 B r>, r? >60 EAr =r, AO =r. 
(3: 0X ARTI 
(1) (1) 
200 = Az ec uL Ar? = Pr Lm. 
4 to 7 inflt] rO Str], BERR x"»050«:«-o. 
下 证 to 之 1. 事实 上 ,车 r9 1, WH x CO rr OERERESI(-3) 
式 得 
40 = Ar KA (tor OO») XR Mo) to Ax O? z(1- 99) tox ?, 
其 中 9o 之 0， 此 与 to 的 定义 矛盾 . 故 i0 之 1， 从 而 IPL”. 
同 理 可 证 rug, Td x 20, MESE i 
注 4 定理 3.5 是 郭 林 获 得 的 . 注意 , 若 只 假定 A 是 uo- 增 
算 子 , 则 A 可 能 有 多 个 正 不 动 点 . 例如, 设 E= R= 
jzlz= (zuzz)| 是 二 维 欧式 空间 . 令 
P= ix | I=.(xt r2). ziz0, x3220| " 
x^ 
Ax — (zx? ry, | is *4z2), xr (x, 22). 
容易 验证 A 是 wo- 增 算 子 ,这 里 uo= (0,10. TERE, A 具有 


三 个 正 不 动 点 x 人， 40, 40, 


giae [d EE 

8 ° 32 
显然 D, x ,x3) 之 间 互 相 不 能 比较 ( 即 关系 式 zCD < zr02)， 
工人 >r P, r PLL, pO >, IPL”, r? >r” 中 
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任何 一 个 都 不 成 立 ). 


$4 锥 压缩 与 锥 拉 伸 不 动 点 定理 


首先 , 我 们 把 Banach 空间 E 中 有 界 开 集 上 的 全 连续 算 子 
的 Leray - Schauder 度 的 概念 , 推广 到 锥 P 中 有 界 开 集 上 的 全 
连续 算 子 的 情形 , 从 而 得 出 算 子 的 不 动 点 指数 的 概念 (参看 
[78] ) . 

由 Dugundji 定理 ( 见 第 一 章 引 理 2.3) 知 , 实 Banach 空间 五 
中 任何 非 空 凸 闭 集 都 是 E 的 收缩 核 ; 从 而 ,EE 中 任何 锥 P 都 是 
E 的 收缩 核 . 

定理 4.1 设 X 是 实 Banach 空间 五 中 一 个 收缩 核 ,对 于 
X 的 每 个 有 界 ( 相 对 ) 开 集 UC X, it AU— X 全 连续 且 在 9U 
上 没有 不 动 点 ( 即 Axz6x), 则 存在 整数 i(A, U,X)( 称 为 A 
EU 上 关于 XX 的 不 动 点 指数 ), 满 足下 列 条 件 ; 

(站) 正规 性 :车 A :UU 是 常 算 子 , 则 i(A,U,X)=1; 

(有 i) 可 加 性 :车 U, 与 Us Æ U 的 互 不 相交 的 子 集 , 都 是 开 
的 (关于 X), 并且 A EUN (UiU Us) 上 没有 不 动 点 , 则 

i(A,U, X) -i(A, Un X)+il(A, Un X), 
这 里 (A, Un X) -i(Alg Un X) (k=1,2); 

Cli BEAR AERE RE H:[0,1]x U— X 全 连续 ,使 当 (1, r) 
€[0, 1] x2U Bf, Efi H(t, x), W i(HC, +), U, X) £ 
XX; l i 

(Vv ) 保 持 性 : 若 Y 是 XX 的 一 个 收缩 核 , AC(U)CY , 则 

i(A, U, X) -i(A, UU Y, Y), 


iE (A, UNY, Y) - i(Al gy, UT Y, Y); 
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(V ) 切 除 性 : 若 V 是 开 集 (关于 X),VCU, 且 4 在 DA 

V 上 没有 不 动 点 , 则 
i(A, U, X) - i(A, V, X); 

(Vi) 可 解 性 :者 ;(4,DU,X) 天 0, 则 4 在 C 中 至 少 有 一 个 
不 动 点 . 

证 用 +r:E 一 X 表示 一 个 保 核 收缩 , 即 r 连续 且 当 zEX 
时 ,r(xz)= x. 取 R 充分 大 , 使 E PFE Tk = 
IxIzr€ E, |x | « RI DÜ. 定义 

i(A, U, X) »deg(I- A:r, TrfNr ^! (U),0), (4*1) 

H+ I RRE PESAT, AME Leray- Schauder /É . 

下 面 证 明 , 按 (4.1) 式 定义 的 i(A, U, X) Bl ERNE 
AK . 先 证 下 面 的 结论 : 

(DA r:r 1(D) 一 巨 的 不 动 点 皆 属 于 U, 且 为 4 的 不 动 
点 . 事实 上 , 若 ro€r (U), {E A'rlro) =z. HFA: U> 
X, lt ro€ X, ATi zo=r(zo)€ U, Aro= zo. 但 假定 A 在 39U 
上 没有 不 动 点 , 故 roE U. 

H rE, r UE E PRE, 从 而 Te 站 r-1(U) 是 
E 中 有 界 开 集 . BA A-r 在 3( Tk 站 +-!1(U)) 上 没有 不 动 点 . 
事实 上 , 设 有 roE9(Tr 站 rr- !(U)), E A«r(r9) 9 xo. 由 上 结 
i£ (1)58l xzoEU. EF UCTaf(lr ! (U), Sk xo ERS TRAN 
rU R, JUS x; € (TRU re UFE. 另外 ,显然 
A:rir ! (U)9 E 全 连续 ; 综 上 所 述 , 可 知 (4:1) 式 右 端 的 
Leray - Sehauder 度 有 意义 . 

下 证 (4*1) 式 右 端的 数 不 随 R 的 选取 而 变 . 设 RQDR. 由 
结论 (1) 知 A «e 的 不 动 点 均 属于 U, 而 
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UCTgflr 'CU)C Tg Nr ! QU), 
W A-r 在 TR Nr UN CTRA r CU)) 上 没有 不 动 点 , 因 
此 , 由 Leray - Schauder 度 的 切除 性 知 
deg(1- A'r, Tg flr '(U),8) 
—-deg(1-A*r, Thr !(U),0). (4-2) 
再 证 (4* 1) 式 右 端的 数 不 随 保 核 收缩 的 选取 而 变 . 设 ri E 
—X 是 另 一 保 核 收缩 . 要 证 
deg( I -A'r TrOri (CU), 0) 
=deg( 1- A:r, TrRNr !(U),0). (4*3) 
令 V=Tenr (QUflri CU) JI VEE FERFE, H. 
VCTRNr (QU) VCTQSO ri (U), VDU. 
FE A.r ÆTrNr (UAV 上 没有 不 动 点 , A rn 在 
Teri CU) N V 上 没有 不 动 点 ,因此 
degl I- A*r, Te r ! (U),0) - deg(1- A'r, V, 0), 
(4:4) 
deg(I — A*r,, Teri QU), 0) 2 deg( I -Aris V, 0) 
(4*5) 
4 H(t,x)7 ritA*r(x) (4-7 01)A*ri Cx], AA H:[0, 1) 
xV--E 全 连续 . Ej Ho (x)€ [0,1] x 9 V it, VA H(t, 
rAr. S8GXXLE,XP309624)€[0,1]x92V, fi HCt xo) = 
ro, EP 
rto, A* rro) * (L7 to) Atri x92] 2 zo- 
于 是 xo€E X, r(xq) 9 xo, riC9) 9 To, x97 rltoAxo + (1— to) 


Arg] = r( Axo) Arq, (S rg€9VCVCr !(U)Cr (U), 
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故 ro= rlro) €E U, Am Ax4€ X). 于 是 x; € UCV, ES zo 
EIV FE. 另外 ,由 于 VCr UN (CU)Cr ! (U)f 
ri QU), W4 x€Vvitr(z)€U,r G€U, Aii 
H(0,x)- rlA*ri(x)])7 Ac ri(2), 
H(1,z)-r[A:r(x)]- Acr(x). 
由 Leray 一 Schauder 度 的 同 伦 不 变性 知 
deg(1 - A*ri, V, 0) - deg(1— A:r, V, 0). (4*6) 
Hi (4:4), (4:5) DL R (4: 6 ÉGRBI 8 (4*3) 

由 此 可 知 , 按 (4.1) 式 定义 的 i(A, U, X)ÆH X, U, A f 
一 确定 的 ,不 随 数 R 和 保 核 收缩 x 的 选取 而 变 . 

CIR A:U-U 是 常 算 子 , 即 Az x, € U(V € U). 
XEM rE Terr (U), (1 -A'r)z=x-xo 且 xoE UC 
TrA r ! (U), li Hi Leray - Schauder 度 的 性 质 知 

deg(I - A*r, Tg(1r ! (U),0) 
7 deg( 1 - xy, TRNr !(U),0) 
= deg( I, Taf] r. ! (U), x9) 7 1. 

(HDE xo € TRN r ICU), 使 A.r(zo)= xo. 由 前 面 已 证 
BRE CL) x9 € U, r (x9) = xo, Axo = zo; 故 由 假定 知 zo € 
UiUU,. FÆ, x; € [Te cr ! CU)]JULTS 0 £71 (02)]. Hi 
此 可 知 A*r ÆTrNr CU (CETRA CUDJUETR o r! 
(D2)]) 上 没有 不 动 点 ,而 T&)r UDS TrA r 1(U;) EAR. 
相交 , 故 由 Leray ~ Schauder 度 的 可 加 性 得 

deg(1- A*r, Trfir !(U),0) 
7 deg(1- A'r, Tel r^ 1 (U,), 0) 
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t deg(I - A'r, T1 r1 (U5),8), 
B i(A, U, X) 2 i(A,U,, X) c i(A, U5, X). 
Cil ) 79 8€ 

HG, r(Gz)):l0, 11x [Ted r ! (U)]-—E. 
它 显 然 全 连续 . €[0,1], xo€ Tafir (U), B Hlor 
(x92) 9 xo, W r(x9)€ U, xo 7 H(to r(9)) € X, Ai r(x9) 
= ro, H(to, xo) = xg. 由 假定 知 x9 €9U, B xoE€ U, Afi xo 
€ Tel r ! CU), FÆ, xo € 4C Ta r1 CU)) BETA, (r, 
z)€[0,1] x3( Tal c CU) BI, VE H(t,r(x)) x. 于 是 
根据 Leray — Schauder 度 的 同 伦 不 变性 知 , deg( I - HCr, rC*)), 
TeNr U), 0) t ZR, IRB CHO 2), U, X) 8t XX. 
Civit ri: X> Yak ARA, 则 显然 rr: 下 -~Y 是 
保 核 收缩 . 于 是 按 定义 (4.1) 式 有 l 
i(A, U, X)=deg(I1-A'r,TrRNr !(U),0). (4-7) 

i(A,UNY, Y). ; 
-deg(I-A'r,*r, Tar 7r) UNY), 0). (4:8) 
令 V=TRenr "(UG r7) (UNY)J. 则 V 为 E 中 有 
界 开 集 . E zo= A'r(zo)(zxoEr 1( 品 )), 则 由 结论 (1) 知 , xo 
E U, xo= Axe, r(x9) 7 xo. 由 于 A:U>Y, 故 x9 € Y, Aiii 
zoE Uf Y,3FH ro = Arg - Ac ri^ r(xg); x9€ Vi LZ Ë xo 
=A4:ror(zo) Gr € Gu r£) Un 7Y)) 则 由 结论 (7) 知 zo 
€Vf Y, xo 7? Azo, AT ri r(z9) 9 r(xo9) 9 xo, x97 A*r 
(x9), xo € V, Bi RT AU, A* r SA rii rc BS SERE Sk, 
且 均 属于 V. 故 A-r 在 Te 介 r (QU) N V 上 没有 不 动 点 , A- 
rier ETAL ern UNA Y))JN VV 上 没有 不 动 点 . 因此 
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deg(1— A'r, Tal r 1(U),0) 
=deg(I- A'r, V, 0), (4*9) 
deg(1 - Ar ri^ r, Ta Gr 07) UN Y)], 2) 
—-deg(I— A*r,*r, V, 0). 
S H(t,x)7 ryirltA:r(ix)*(1-2)A:r:rGe):D0,1]x 
UE 它 显然 全 连续 . 
Æ 10€E[0,1],xoEV, 使 H(to, r9) = xo, Bil 
ritr[tgA*rGxo) * (A7 to)A'rir(zo)] 9 zo. 


(4*10) 


W r(r9))€ U,x9€ YC X, 8 r(x9)9 xo rit r(x9); x9€ U, 
ratrC Ax) 7 xo. Bl Axro€ Y, Ek ris rCAxo) = Axo, AM Axo 
= ry. 由 假定 知 x€ U, 8X x, € UNY, HIEI x, € V, 由 于 
V 是 E 中 的 有 界 开 集 , 故 x4 € 2 V. £g BRE, RO (1 2) € [0, 
1]x23V 时 , 必 有 H(t, x) r. IE € V BH, H(0, £2) ri 
"r[A:ri:r()]7 Atri? r(X), H(, 327 ri r[Atr:x)])9 
A*r*(zr), 由 Leray 一 Schauder 度 的 同 伦 不 变性 , 知 
deg( I- A*r,*r, V,0)=deg(1 -Ar,V,0). (4:10) 
Fi (4*7) (4*8), (4:9) (4:10) BLUR (41) CR 
i(A,U, X) - iA, UN Y, Y). 
(VV ) 先 在 结论 (让 ) 中 令 U =U, U; = Ø, W1 
i(A,U, X) - (A, U, X) * i(A, $, X), 
BC ICA, $, X) - 0. 再 在 结论 (ii ) PU, = V, Uo = O, tH f 
定 ,A 在 U\V= U\ U1UU,| 上 没有 不 动 点 , 故 
i(A, U, X) 2 i(A,V, X) t iCA, O, X) - i(A, V, X). 
(Vi) 用 反 证 法 , 若 A YE U 中 没有 不 动 点 , 则 A 在 U=U\O 
上 没有 不 动 点 . 在 结论 (V) 中 令 V= O, 即 得 
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i(A,U, X) 2 i(A, 0, X) - 0, 
此 与 假定 矛盾 . 定理 全 部 证 完 . 

注 1 可 以 证 明 ( 参 看 [78] ), 全 连续 算 子 的 不 动 点 指数 是 
惟一 的 , 即 ; 若 三 变 元 A, U, X 的 整 值 函数 ;1(A,D,X)( 这 里 ， 
X ELE 的 一 切 收缩 核 ,U RX A- WARF, A 取 一 切 满足 
A:U> 久 全 连续 、 且 在 9U E Axzéx 的 算 子 ) 具 有 定理 4.1 中 
的 性 质 ( a) 一 (Vv), 那 末 , 此 整 值 函 数 必 等 于 定理 4.1 中 按 (4， 
1) 式 定义 的 不 动 点 指数 ， 

注 2 不 动 点 指数 的 概念 还 可 以 推广 到 严格 集 压 缩 映 象 和 
凝聚 映 象 . 先 讨论 严格 集 压缩 映 象 的 不 动 点 指数 . 设 和 是 实 
Banach 空间 E 的 一 个 凸 闭 集 , U 是 是 的 有 界 开 集 , A: U>X 
是 严格 集 压 缩 映 和 象 ,上 且 ArAr, YXxE9U. 今 定义 不 动 点 指数 
如 下 ; 令 Di=coA(U),D,=coA(D,_i 门 上 DD)(n=2,3,…). 显 
f& D,CX(n=1,2,…). 

Ci ) 如 果 对 某 个 n 7 no, D, N U-0,W3 n>n D, 
都 没有 意义 ,这 时 我 们 规定 :不 动 点 指数 ICA, U, X) 70. 

(jj) 现 设 D, 门 UU 关 O(n=1,2,…). T£ D,QU &—& 
ESARHE.tD- 内 D,CX, 仿 第 二 章 定义 5.3 的 推导 ， 
可 知 万 是 非 空 止 紧 集 ,D 门 是 非 空 紧 集 , 且 A(DN U)CD. 
于 是 ,将 A 视 为 映 门 可 入 万 的 算 子 时 是 全 连续 的 , M md AE 
拓 定 理 ,存在 全 连续 算 子 A,LU—D(DC X), E% x€ D0U 
时 , 恒 有 A4iz=Azr. 易 知 Aiz 天 rz,VYVZzEaU( 事 实 上 若 了 xzoE 
IU, Ë zo=AizoED, 则 zoEDNU, 从 而 Arg = AXo = To 
THÉ). 于 是 根据 定理 知 i(Al, U,X) 有 定义 . 我 们 规定 A 的 
不 动 点 指数 为 :i(A,U, 义 )=i(Ai, U, X) Pn, 这样 定义 的 
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(A, U, X) THE A, 的 选择 而 变 ). 

不 难 证 明 , 定理 4.1 中 的 性 质 (| ) 一 (yi) 对 于 严格 集 压 缩 
映 和 象 的 不 动 点 指数 也 成 立 , 但 (jyV) 中 的 立 应 换 为 X 83 — ^ vu nd 
集 , 而 (六 ) 应 换 为 下 面 的 : 

( 诈 ) 同 伦 不 变性 : 设 Hi[0,1] x U> X 连续 ,并 且 对 每 一 
^E ES r€[0,1], H(2z,:):U— X, € k- EIER RICE 
与 1 无关 ), 而且 HO, x) 对 于 4 在 任何 点 to€10,1] 的 连续 性 关 
于 EDU 是 一 致 的 .又 设 当 (1,x)E10,1]xX9U H, E4 H 
(t, xr)vE x. PR i(H(t,*), U,X)5: ZX. 

利用 严格 集 压 缩 映 象 的 不 动 点 指数 , 仿 第 二 章 定 义 5.4 可 
定义 凝聚 映 象 的 不 动 点 指数 如 下 : 设 X XX Banach 空间 正中 
ag AE, mE EJXdy, WE EX, LA trEx, YOSSI, 
(ERE PPS dE 0 by 1E IT A RAR (E T 48 30 26 E TE D A 
集 ). 设 U £ X FIER £,AL.U—X 是 凝聚 映 象 , 且 Ax 关 x， 
VrC2U. TERH$-xX54(iüi)£g5) r= anf |x- Axl > 


0. 任 取 严 格 集 压 缩 映 象 B:U>X, %#|Ar- Bz|<3 ,(VrE 
De IC KO UE RUM NE 
近 于 1 即 可 (由 于 久 是 星 形 的 , 故 B=kA:U>X). HE 
EIU 时 ， 

|z- Brl>| z- Ar|- 14z- Br | >% >0, 


故 Br#xr, YXxE9U. 于 是 按 前 面 的 定义 ,i(B, U, 义 ) 有 意义 ， 

规定 i(A,U,XX)=i(B; U, X). 易 知 这 样 定义 的 不 动 点 指数 i 

(A, U, X) TM B 的 选择 而 变 . 同样 ,不 难 证 明 , 定理 4.1 中 的 

TER C) (vi CCiv) F &8 Y &o X &—METXDnHE.C 

4& 27 C ll 2, EL XE Cli ) PHO, 278 &- EIE ER IRISH CH) 
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是 凝聚 映 象 ), 对 于 凝聚 映 和 象 的 不 动 点 指数 也 成 立 . 
关于 算 子 不 动 点 指数 的 进一步 讨论 与 推广 ,参看 [59] . 
下 设 P 是 E 中 的 一 个 锥 ,从 而 PEE 的 一 个 收缩 核 , 也 是 

E 的 一 个 星 形 凸 闭 集 . 又 设 O 是 E 的 有 界 开 集 , 则 PO) O RÉP 

中 的 有 界 开 集 , 并 且 s(Pnoa)=Pnao,P 站 2=Pnmo. 

引 理 4.1 ROEN, A; P) P 是 凝聚 映 象 ,并 有 旦 满足 
Ar-pgr, r€ Pf)2)Q—g «1. (4-12) 

DE A 
i(A, P1 Q0, P) 2 1. (4:13) 
证 $ H(t, z)=tAr, Ul] Hi[0,1] x (PK)0)— PX. 
显然 ,对 每 个 上 E [0,1], H(e,); PAQ>P 是 凝聚 映 象 , 并且 

H(t, x) It F t 的 连续 性 关于 zEEPnmna 是 一 致 的 . 由 (4.12) 

XX 06€Q0X3 H(tx)zx, Vx€P(130,0xctcl. 于 是 ,根据 

凝聚 映 象 不 动 点 指数 的 同 伦 不 变性 与 正规 性 知 

i(4, PNQ,P)=i(0, PN0,P)=1. 证 完 . 
引 理 4.2( 见 [90]) i A:PAA>P 全 连续 , B: PANIN —> 
P 全 连续 . 如 果 满 足 
(i ) inf, [Br | 20; 
Cli )y —- AxsÉétBx, VxrC€Pf(189, t20. 
那 末 必 有 
i(A, Pf10, P) -0. (4-14) 
证 由 于 PN30Q 是 E 中 闭 集 ,利用 全 连续 算 子 的 延 拓 定 
理 (第 一 章 定 理 2.7), 可 将 B. 延 拓 成 映 P 门 0 入 P 的 全 连续 算 
子 ( 仍 记 为 B), 并且 满足 
B(Pf10)CcoB(Pf120). (4:15) 


4 F- B(CP(120),lllcoB(P(130) » coF - 有 大 ,这 里 
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M= |yly = 3a 4 20 Dh = Ly € Fin G2]. 

下 证 í E 
inf [y | 20. (4:16) 
4 Es 表 F 在 E 中 张 成 的 子 空 间 , 即 Eo = LCF), 

L(F)= |y|y = Y ponp 是 实数 ,yw € Fin = 1,2, «| : 
因 B 全 连续 , KOF EE 中 相对 紧 集 , 从 而 可 分 , 因此 Eo 是 可 分 
的 Banach 空间 . $ Po = PA Eo, N Po 是 Eo 的 一 个 锥 ,并 且 下 
CPo,coFCPo. 根据 [76] 定 理 2.1 或 [3] 定理 1.4.1 All, 3 fo 
€ Eo * f XI —9] yE Po y 关 9, 均 有 fo(y)>0. BREC), r 
= inf | y| 20, 我们 证 明 

ipffo(y)= 020. (4*17) 
FEE, 7:0 70, 0 3 y, € F, f foy, )0(&— 99). 由 下 相对 
KR P 闭 , 知 存在 子 列 y, > zoE Po. 于 是 folor ) > fo( 29), A 
而 fo(zo)=0. 由 fo 的 性 质 知 zo= 0. (8 |o] m e 8 
| zo] Z c, IE 55 zo=0 了 矛盾 , 故 (4.17) 式 成 立 ， 


VyEM, 则 y= > Ay» Ai 之 0， b» =l, y EF. 根据 

(4-17) AI 
foly)= > MACAE- 2 lige, 
由 此 ,通过 取 极 限 知 oly) >o, Vy€ M. H FXE, BtcoF 
=M 是 紧 集 ,因此 (4:16) 式 中 的 下 确 界 能 达到 , 即 3 yo€ M, 使 
inf [y| = [o]. HER, fo(yo) 之 o, 故 yo 0, MT (416) 
成 立 . 由 (4.15) 式 与 (4.16) 式 知 
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inf Bx] 7 2 70. (4*18) 
现 用 反 证 法 证 明 (4.14) 式 . RE (A, PAR, P) 50. RC 
PEC Eos sup [zl c= sup Az] .由 条 件 (i), 利 用 不 


动 点 指数 的 同 伦 不 变性 , 知 
i(A * tB, PAQ, P) 2 iCA, PAR, P)-£0, 
从 而 根据 定理 (4'1)(vi) 知 , 3 xo EPAR, f Aro + to Bro = xo, X 
E | zo- Azo] b+c 
| a 


Bxol 


£o — 


此 与 to 的 取 法 矛盾 , 故 (4.14) 式 成 立 . 证 完 . 

X RAPANA SP EEH. I uEP, u0, 1E 

r-—Axrx*Étug, YLEPAIN, t20, (4:19) 

BR, (4.14) 式 必 成 立 ， 

证 在 引 理 4.2 PR Bz=s=xo(VzEPnmac) 即 获 证 . 

引 理 4.3 iW A: P)n- P 全 连续 . 若 满足 

CI ) inf [Ax] 20; 

C ll Az 9 ux, x € P(120- n € (0,1], 
IRK, (4.14) 式 必 成 立 . 

证 将 引 理 4.2 中 的 B 取 成 A, 我 们 证 明 引 理 4.2 的 条 件 
Ci ) 与 (ii ) 均 满足 . 事实 上 , 这 时 引 理 4.2 的 条 件 ( i ) 即 现在 
的 条 件 ( i ). 下 用 反 证 法 证 明 条 件 Cii ) 满 足 . 若 ( ji ) 不 满足 ， 
即 存在 Rs d 19220, 18 xo- Aro = toAxo. 于 是 Axo = 


H0oX9» 40 一 TE to ,显然 0< uo, 此 与 条 件 ( ii yY 矛盾 . 故 条 件 


( ji) 满足 . 于 是 根据 引 理 4.2, 即 知 (4.14) 式 成 立 . WEGE . 


注 3 容易 证 明 : 引 理 4.3 的 条 件 ( 1) SCIL) 等 价 于 条 件 
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mr | Az -px | 20. tro 
注 4 由 第 二 章 引 理 3.1, 定理 3.6 及 其 后 的 注 5 知 : 若 考 
虑 的 不 是 锥 映 象 , 而 是 定义 在 整个 Q 上 的 映 象 , WRK, 类 仪 于 引 
理 4.3 的 结论 仅 当 是 无 穷 锥 空间 时 才 成 立 ， 
定理 4.2 设 0Q1, N 是 EE 的 有 界 开 集 , 06€ 01,01C0, 
A;P(Y(Q0; N QU) P 全 连续 .如果 满足 条 件 
(HOF u€ PN 101, 8 x- Ax tug, YrEPf190,, 
£20; Azur, Vx € PAIN, 521 
或 
(H) FEE ug€ PN 18], fi r- ArÆtug, V x € P130, 
t0; Arx ur, Y rE PANIN, pl 
那 末 , A TfEPOGQ; NO) PSI . 
证 首先 ,将 A ERREPA A 已 的 全 连续 算 子 ( 仍 记 
A A). 在 条 件 (五 ) 满 足 的 情形 下 , 根据 引 理 4.1 与 引 理 4.2 的 
i(A, PNA, P)=1, i(A, PNA, P)=0, 
从 而 根据 不 动 点 指数 的 可 加 性 (定理 4. 1C ii )), 得 
i(A, PICo\nD),P) 
=i(4,Pno,P)-i(4,Pno,P)=0-1= - 15. 
[n] 8 vif n CE AR P (Hz ) 满 足 的 情形 下 , 有 
i(A, P100 NV Qı), P) 21-071. 
总 之 , i(A, PT COS N 04), P)Æ0, P TR D RT REPEAT A EPN 
(0, N 21) 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 
例 4.1 考察 Hammerstein 积分 方程 
8(z)= | pC)f (p(y)dy= Ag(z) (4-21) 
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正解 的 存在 性 ,这 里 G X R^ 中 有 界 闭 域 , f (Cu) TE 0x u X + oo 


上 连续 、 非 负 且 /(0) =0. 我 们 利用 定理 4.2 证 明 下 面 的 结论 
(参看 [91] ) : 

结论 I 假定 :( i ) 非 负 连 续 核 &(z, y) 满 足 &(z,z) 天 0 
(r€G); 

Cii ) 存 在 常数 0< acl, fil 


0< lim 人 < + œ; (4-22) 


( 诈 ) 存 在 常数 0<a* «1, E 
0< lim APLS (4:23) 


则 在 C(G) 中 方程 (4 21) 至 少 有 一 正解 p(x)( 即 p(x) 之 0, p 


(x ) 关 0). 
证 令 P= 人 m P ÆC 


(G) 中 的 一 个 锥 . 显然 A:P 一 P 全 连续 .以 下 用 了 P) 表 PN T,, 
T; ix|lIxl «1l. TRE P, SP 中 有 界 开 集 ,并 且 9P,= PN 
S, S, - {x| lcl =11,1>0. RE J e >0, {E 
p-Ap#0 (对 一 切 pEP, 0<lpl<eo) — (4:24) 

(否则 结论 已 证 ). Hi )& f(0) 051, 3o 20 & el>0, 使 

(^0 f(u)Eow (0suse). (4:25) 
由 (| ) 知 3020 及 G 中 菜 小 球 T;= T(xo 8) 9 du 
||x 7 xo| 61, fi 

kx. y RR (Cr, y)E gun BP). —— (4:26) 


zi (4:27) 


4 e; 7 min| eo, ej, ( vemes T, 


) 
其 中 Ts 表 球 T(z È) = EJ neii 取 0<r<e,， 
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(E G 上 的 连续 函数 Jy(x) 如 下 ( 见 图 3 一 4.1): 
1, 当 zE TY 时 ; 
0， 当 xET 时; 
0 与 1 之 间 的 数 ,但 保持 (EG 上 连续 ， 
当 xETs\ Ts 时 . 
下 面 证 明 , 对 此 y, 有 ( 显 
然 yEP, 上 yl=1) 
p- ApF th 
(对 任何 pEIP,, (20). 
(4:28) 
事实 上 , 假定 3 9: € 9P,, 
(2018 pı- Ag17 tig. 
B(4:24):X0 5 20. 又， 
有 pı = tiy + Api > 
tdi. Qt" msuplit| &i2i]. Wu Ei" «to, pit" p, F 


是 


g(x)- 


图 3-41 


£a ello = rem (me TY) 
因此 , 24 rE T, 时 , 有 (注意 到 (4.25) 式 与 (4.26) 式 ) 
pi(z)= | kley) fpu) dy * naG) 
> | &G ole QD Tdy * n GO 
> | Goo )[o(»)]*dy + tigla) 
-[. klx, y)o(Ct )^ [90 ]j*dy * tigle) 


3/ 
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Zrolt* )"mesT? + tıp(r)>t*+tig(x), 


故 
gı(r)>(t* ti) f(r) (rEG), 
此 显然 与 :* 的 定义 矛盾 . 故 (4.28) 式 成 立 ， 
3 —J B , Bi Cili )30 3a 20 & uo >0, 使 
f(u)&aut (u2 uo 时 ). 
由 假定 , f(u) 在 [0, + co ) 上 连续 . 4 u= max flu). 于 是 


0 委 和 Fe) 和 x+ax (0 和 wu<+oo 时 )， (4.29) 
今 取 正 数 R ZIKR >e), l 


Ee ea (4:30) 


KB K|[ XE C(G)A C(G) 的 线性 积分 算 子 
Kp(z)= | k(x,y)9(y)dy 
的 范 数 . RINER: 
$€93Pg, i 之 1> Age. (4:31) 
事实 上 , 若 3 po € 9Pg, ol, 使 Ago = Ào Qos 则 (注意 到 (4.29) 
式 ) 
togo(z)= | kles y) FC poly) dy 


«IKIG * al pol O&IKIG t aR* ), 


从 而 | 
ARA dE IE KI Cu taR ) 
故 由 (4.30) 式 得 | . 
acl KL, elsl 
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此 与 Ag FJ . 由 此 可 知 ,(4'31) 式 成 立 . 
于 是 ,定理 4.2 BRECH RE. 因此 根据 定理 4.2 40, A 
在 Pr \ P, 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 
WES TUŽE HEAT CI) To Cil ) B5 37 56 X 上 
Cu), 例如 
f(u)- > a;u* (1— bisinu), 0a; <1, a;>0 
[b;| 1 (n9 12,7, n), (4*32) 
f(u) 2 (2* co? u)n(1* 54 4), (4:33) 
等 (对 于 函数 (4.32), TH a= minías, 752,1, a" = max lai, 


… m1; 对 于 函数 (4*33), TR arat =F). 

注 6 条 件 ( | ) 可 换 为 “( 上) 非 负 连续 的 对 称 核 满足 k(x， 
y) 半 0”, 这 时 必 有 ro yo TE E, E bo, yo) =k(yo, 19) 0. 
(4'28) 式 的 证 法 与 上 述 类 似 , 只 需 改换 V(zr) 的 定义 ,如 图 3-4 
(PER. 

注 7 “4A(z,y) 连 续 " 这 个 条 件 可 减弱 ,例如 ,条 件 (| ) 可 
换 为 “(i b» 当 z 天 y 时 &(z,y) 是 不 恒 为 霍 的 连续 对 称 核 ,并且 
满足 不 等 式 

0<k(z, PEST ME (x€G,y€G,xy) (434) 


其 中 AMo = const,0< « N” 。 因 为 这 时 已 保证 了 算 子 民 了 映 C 
(G)A C(G) 全 连续 ;函数 %(z) 的 作法 同 图 3 一 4.2 所 示 . 
由 于 椭圆 型 算 子 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 满足 条 件 
Ci )“( 例 如 ,参看 [92] ), 故 由 上 述 结论 得 下 面 
结论 了 ”给 定 一 致 椭圆 型 算 子 
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N FL N 2u 
Lu=- 2; ey (2573 t 2; bi(x)5 + cx)u, 
BJF H i n 


即 设 存 在 常数 jo > 
0, 使 对 一 切 x EQ(0 
是 RN 中 某 有 界 凸 区 
w), 一 切 & = (&， 
qa EN) € RN, WE 


23 a; (x) &£5 È ug 


[e|?, RER ag (x) 
-ay(x),ag(x), bi(x), cCx) BREF C (0),20€ C?*^,0€A 
«1 H c(x)2::0€88 (94), (93) ) . 考察 Dirichlet 问题 ; 


ce: LERN, (4-35) 
u —0, r€2f, 
其 中 fF(4)20(u2z0 时 ), £/(0) 20, E f(w) 属 于 C"([0, + 


00)),0<u<1. 
如 果 函 数 f(u) WE HG I PPBUEIECI)SCD2), Wl 
Dirichlet 问题 (4.35) 必 有 非 零 解 ulr), 此 解 属于 C? (0), Ao 
-minlg, Al, EH ws(z)>0( 当 zEO 时). 
易 知 函数 (4.32) 式 属于 C'([0, + co )), pr = min | al， …， 


,上 ,函数 (4.33) 式 属于 Ce([0, + 90), p = 六 3 故 它们 对 应 的 
Dirichlet 问题 (4， “35) 的 非 零 解 分 别 属于 cuotas min 
Jans an A DRE CIO az= min | 十 ,4 DE 


FE, 回 到 一 般 算 子 . 
引 理 4.4 R A:PAQ>P ZEZ. 那 末 
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Ci een, d; x€ P190 Ax, Wl iCA, PAA, P) 
—]; 

Cil); x € P1307 Ax zÉx, M ;CA, PNQ, P) 0. 

证 (i) XXHIAR (E CA 1225 DL, 因为 若 有 xo € P9 
Q, n9221 存在 ,使 Aro= poxo, H Axo = poroz zo HG BUE EF 
E. 于 是 ,根据 引 理 4.1, BAD (A, PAQ, P) 5 1. 

(i ER jo > 0, Rl (4-19) IE, REFE x,€ P020 
K t Z0, l8 r,- Axı = tiuo WVA x1 tiuo t Axil 宇 Azi, 此 
与 假设 矛盾 . 于 是 根据 引 理 4.2 的 系 , 知 i(A, PNQ, P) -0. 
证 完 . 

定理 4.3( 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 ) E A, M Æ E 
中 有 界 开 集 , OEL, Ch, APO (OS NO) P. 全 连续 .如 
果 满足 条 件 

(H3)ArxE&x,Vx€P(l3Q,; Arx, Vx € P180, (BIHE 
拉 伸 ). | 
或 


(H,)ArEz, Vx € P(1905; AxÉx, V x € Pf190, (HI f 
压缩 ) . 
IK, A 在 PN CO; \9i) 中 必 具 有 不 动 点 . 

证 ”和 定理 4.2 的 证 明 完全 类 似 , 只 是 这 时 不 引用 引 理 4. 
tf 和 引 理 4.2 的 系 ,而 引用 引 理 4.4 即 可 . 从 略 ， 

HS 3 0,0302: V4 0 Jp P BER BE, 可 不 利用 不 动 点 
指数 理论 而 直接 证 明定 理 4.3， 例如 在 条 件 ( 理 ,) 下 不 动 点 的 存 
在 性 ( 即 锥 压缩 不 动 点 定理 ) 可 证 明 如 下 : 取 hE P, E 


Id > 去 ( 到 + 去 s | Ac] ), (4-36) 


306 


这 里 ,已 设 Q 721xllixl€rl,Q- ixlIzI «RI, R2r70, 
P =pno,Ps=Pmno:. 按 下 式 定义 算 子 A(4:P 一 P): 
2hpg, r=0; 


decl r e 
A (FET) + 2+ z€P, 0«| x] «Z5 


r 


zb ( re tal. Deli, zer, 
rj i 


r | x 


fF<lzrl<r; 


Àx =< 


Ax, r€ P, r«|x| € R; 


Aere). x€P, lx|z2R. 
显然 ,A:P>P 连续 , 并且 A(P) 是 相对 紧 集 , 故 由 Schauder Ape 
动 点 定理 知 , 3x*EP, 使 Arx*=x*. 很 明显 ,x“ 关 0; 若 0< 


PUES. 


从 而 
1 Ei | " | r * 
LES E | - l(r JH 
AE egal) 
此 与 ho 的 取 法 (4.36) 式 矛盾 ; 
#5 <le prn 


volet code b eel 
SERA T 29 
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从 而 , 令 npe r9 € 9P,, Axo& ro, 此 与 条 件 ( HH) 


矛盾 ; 

BI |>R, 则 z eA (Ra). tas EE 
则 有 x1E9Pe, 并且 

Ari=x"= R LIZ], 

JL 5 ATREOHQ) B. 

因此 可 知 必 有 r«lxzt «RH x'€P,NP,- PO, 
\ ĝi), Er'-Ar'-Ar'.dx. 

ETERHCH,) TUR 3) s 8p E E iE E UR EX 
3), HL REEL IG EE Z, 可 参看 (77]). 

R9 上 述 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 ( 见 [9j 定 理 45.1 
及 【78] ) 是 重要 的 不 动 点 定理 之 一 , 它 有 广泛 的 应 用 (参看 [9]、 
[78] (95] 、[96] ). 当 04,05 是 以 9 为 中 心 的 球 时 ,可 证 上 述 锥 
拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 对 于 严格 集 压 缩 映 象 和 凝聚 映 象 也 成 

见 [97] ) . 

例 4.2 考察 一 般 多 项 式 型 Hammerstein 积分 方程 


p(z)= | kley) fly, p(y))dy= Ap(z) (4:37) 


其 中 GER 中 有 界 闭 域 , f(z,4)= > aut a;>0(i= 
(n). 利用 锥 拉 伸 与 维 压 缩 不 动 点 定理 , 能 证 明 下 面 两 个 
aa (96) ). 
结论 I 设 ( 1 ) 非 负 连 续 核 h(x,y) 满 足 | &(z,yjdz> 
0( 对 任何 y€ G);Cil Ja; (2220, a;(zx)EL,0<a<1l(i=1, 
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2,5, n), 3E ELE alr) FEK o; Cr) IB E infa; (x) 70. 则 方 
程 (4.37) 必 有 在 G 上 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 ， 
证 令 
P-leleg€C(G), eG2z0, lel z8M-"!lelcl, 
(4*38) 


yIEGX 


WE, P 是 C(G) 中 一 个 锥 . Tu A P- PERS EL e€ PH 
有 


其 中 p=min| k(x,y)dr>0, M =， max klz, y), FAH 
EGYG 


lapl = | ap(z)dz 


KZ EEDE eG))dy2Bltel, 
其 中 f 表 算 子 fp(x)= f(x oC 0). 另 一 方面 ,显然 有 Agla) 
&«M|tel.. il Apl. >M] Aplec, Bl Ap€ P. 
另外 , 易 知 f 上映 P 入 L 连续 有 界 , 从 而 A 映 P 入 P 全 连 

& .以 下 用 P 表 P 中 有 界 开 集 PN T, T= xjjzj<ii,1> 
0. 取 r 很 小 ,使 

0<r< (rop) T, © (4:39) 
其 中 ro= infa; (x) 70. 我 们 证 明 

9€23P,-AgzÉg. '(4-40) 
事实 上 , 设 有 poEaP., 使 Ago po. Hl Oc po( iz) r 得 0 志 
[po(z) "uS! "4, Aff eso) rl! [po(x)]%, 由 此 得 


eG PAe GO | klz, ai Ges G0 Indy 


eal k(x, y) go y2dy. 
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故 [e codem | ees 


由 此 并 注意 到 | go (z) dz > 0， LES. 之 1 或 + 之 
(66) 本 ,此 与 + 的 取 法 (4.39) 式 矛盾 . 故 (4.40) 式 成 立 ， 
另 一 方面 , 取 R>r 很 大 ,使 
R>M "s la; |], R“. (4:41) 


我 们 证 明 
p€ Py ApX g. (4:42) 


事实 上 ， 若 有 91 € 9Pg, 使 Api Z fi» 则 


R 7 |eidcslIanl cm M X hah tol" 


=M X lah R, 
此 与 R 的 取 法 (4.41) 式 矛盾 . 于 是 (4.42) 式 成 立 . 
由 (4'40) 式 及 (4.42) 式 ,利用 锥 压缩 不 动 点 定理 (定理 4.3 
条 件 ), 即 知 A 在 PR \ P, 中 必 有 不 动 点 . 证 完 . 
注 10 在 结论 I 的 假设 条 件 下 , 若 更 设 :o>0 合 


sup | [k(x,y)] *dy€& + vo, (4:43) 


那 末 方程 (4.37) 在 G 上 不 恒 为 零 的 非 负 连 续 解 是 惟一 的 , 并且 
此 解 在 G 上 处 处 为 正 . 事实 上 ,加 上 条 件 (4'43) 后 ,对 任何 9 
€ C(G), e(x)Z.0, Æ0, 应 用 指数 小 于 1 的 Holder 不 等 式 ( 见 


(45)140 页 不 等 式 (6.9.3), 在 其 令 k= p AM k= 一 o) 知 
| &G 0904» 
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lto 


»(J. Loola)” (f [g(x,y) *dy] =) 


>mMs: (| eG) fay)” = const. >0, (4:44) 
其 中 Mo = sgp| [4(z,y)] "dy. BI ER XT A 对 于 
C(G) 中 的 锥 

Po= |p|pEC(G), p(x)>01 (4*45) 

是 强 增 的 ,并 且 是 强 次 线性 的 , 因此 , 根据 定理 3.1 与 定理 3.2 
知 ,A 在 Po 中 至 多 有 一 个 不 动 点 . 证 完 . 

注意 , 若 连续 核 &(z, y) UE, DUE Gs y) 显 然 满足 上 述 结 

论 工 的 条 件 ( | ) 以 及 条 件 (4:43)( 因 为 这 时 min k(x,y)> 

0) ;但 有 不 少 满足 条 件 ( | ) 及 (4.43) 的 函数 , 它们 可 在 Gx G 
的 某 些 点 为 零 . 例如 , 令 G = [0,1], 函 数 

Gr y)m Gr y) (m, n 为 正 整数 ) 


就 满足 条 件 (| ) 及 (4.43)( 取 o= 2251), ERR zx = 》 上 为 
X. 

结论 了 设 ( 1 )“ 非 负 连 续 核 4(z,y) 满 足 | 4(z,y)dz> 
0( 对 任何 y € G); (ii )'ai(2220, a; (2)€ L, a; 21(i7 1,2, 
n), 并 且 诸 alr) UR a; Gc) WIE infa; (7) 20. 则 方程 
(4.37) 必 有 在 G 上 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 . 

证 沿用 上 述 结论 工 证明 中 的 符号 ,类似 地 可 证 A: PP 
全 连续 , P 表 C(G) 中 的 锥 (4.38) 式 . BUR 充分 大 ,使 


a, t1 a, 
i i 


RB z in zci(MmesG)s, Hi, (4:46) 
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其 中 ri= infa; (3) 20. 我 们 证 明 
pEIPR >Ap Ep. (4:47) 
设 若 存在 p€3Pr, E ApS os, M 
(mesG) | Ag] c> | Ae God 


> | dz [ic y)a GOL p(y) dy 
=fr | Lg) Indy. 
由 一 已 知 的 不 等 式 ( 见 [45]143 页 定理 192), 知 
ES 
i [95 Cx)]" dx |> (mesG)a, K Q3; x)dx, 


| p22)4r>pM b eile. 
从 而 
R= | 92 | czl Ae? | c> pi “iri(MmesG) ™ 
| gt = F rn MmesG) ^R", 
此 显然 与 R APGE 46) FE, 故 (4.47) 式 成 立 ， 
另 一 方面 , 取 0<r<R 很 小 ,使 


M X lad: nm! (4:48) 
i21 : 
我 们 证 明 
9€93P, > App. (4:49) 


EA p EIP, E Apa2 p3, W Ag )2 gs (x), AT 
r *|elc&IAe:I cM 2 laid gale 


312 


=M 2 lajer 

此 与 r 的 取 法 (4.48) 式 矛盾 . 因此 (4.49) 式 成 立 . 

由 (4.47) 式 与 (4.49) 式 , 利用 锥 拉 伸 不 动 点 定理 (定理 4.3 
条 件 ( 五 ;)), 即 知 A 在 Pr\ P, 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 

注 11 在 结论 下 的 假设 条 件 下 , 若 更 设 条 件 (4.43) 满 足 ， 
则 方程 (4.37) 具 有 惟一 的 在 G 上 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 . 事 
实 上 ,由 (4'44) 式 易 知 , 算 子 A 对 于 C(G) 中 的 锥 PoCIL (4:45) 
式 ) 是 强 增 的 , 并 且 是 强 超 线性 的 ;于 是 ,根据 定理 3.1 与 定理 
3.5 4, A 在 Po 中 具有 惟一 的 正 不 动 点 . 证 完 . 

另外 ,对 核 R(x，y) 的 要 求 | klar, ydr >0(WyEG) 可 
以 减弱 ,参看 [141]. 

下 面 举 出 一 个 具体 的 例子 . 设 &(z,y)= a(z)2(y), 其 中 


a(x)5 b(y) AE G 上 连续 , EE. 又 设 f(x,u)= 3 i5 
u^,a; 20, a;(x)€ L, aj(x) Z0, aj x) E G 上 不 是 几乎 处 处 
为 零 (i=1,2,…,n). 易 知 ,此 时 方程 (4.37) 的 正解 必 为 pr) 
= ya(z) 的 形式 ,其 中 y >0 满足 
= > cy, (4*50) 
这 里 | 
«7 | 060a GOL Q1» 70 CREE 


第 一 种 情形 : 若 cj <Il = 1,2, o, n). 则 (4.50) 式 为 


3 -=1. (4*51) 
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由 于 函数 (7) = > 下 (0<y< o) PH CORR 
lim g(y) 9 + 99, lim 5(7) = 0, 故 方程 (4.51) 具 有 惟一 正解 
yo>0; 因 此 ,方程 (4.37) 具 有 惟一 正解 pP(z) = yoa(z); 这 正 


是 上 述 结论 I 及 其 后 的 注 10 所 述 的 结论 . 
第 二 种 情形 ;车 a; >1(i=1,2,…,2), 则 (4:50) 式 为 


X eys. (4:52) 


由 于 函数 17y) = 31 ey-1(0<y<+o%) 是 严格 增 函 数 ,并 


limh(7)=0, lim h(y) 7 + oo, 故 方程 (4'S2) 具 有 惟一 正 
AE y! >0; 因 此 方程 (4.37) 具 有 惟一 正解 wp(z) = Y" aC) 
EERE I RHEE 11 所 述 的 结论 . 

定理 4.4( 范 数 形式 的 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 , 见 
(000) RA, 0; 是 已 中 有 界 开 集 ,9E a, Q1 C0, A.P 
(0; V Q1) P 全 连续 . 如 果 满 足 条 件 

(H3) Ax|lxl, yzePnaol4azl 关 1zlYVzeEP 
站 22;( 即 范 数 锥 拉 伸 ) 
或 

(Ho)1A4zl 和 lzl yzEPnao:;l4azlz>1lzlYvzEP 
120, ( 即 范 数 锥 压缩 ) . 

BEA, A 在 忆 站 (2\2i) 中 必 具 有 不 动 点 . 

证 不 妨 设 条 件 (H;) 满 足 ( 当 ( Hse) 满足 时 证 明 类 似 ). 将 
A 延 拓 成 映 P 门 0, 入 P 的 全 连续 算 子 ( 仍 记 为 A). IR A 在 
P120, 与 PN 站 30, 上 均 没 有 不 动 点 (否则 定理 获 证 ). 下 证 

Ar-gx, rEPNINQ>u<1. (4:53) 
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33x E, 40 d xo € P(190,, pol, ÎE Axe — pozo, W no 1CEN 
已 假定 Arx, Vx€P20,), Aii Ax] = no] xo] > 
| xo] 此 与 (B5s) 矛 盾 . 故 (4.53) 式 成 立 . 于 是 根据 引 理 4.1 知 
i(A, PAA, P) 21. (4*54) 
再 证 
Ar-pux, x€ P190, 4€ (0,1]. (4*55) 
FRE, # Ir EPAIAN p S1, {Ë Az, = piu DU Ou, 
<1( 因 已 假定 Ax x, Vx € PNI), Afi | Axl = P 
EXESES E5 (H) FA, ACERTSE S do DERE 
(Hs) 


i let a [olo 2 
于 是 由 (4.56) 式 与 (4.55) 式 ,利用 引 理 4.3 A 
i(A, P105, P)=0. (4*57) 


由 (4'54) 式 与 (4.57) 式 得 
i(A, PN (O5 \ Q4), P) 
-i(A, P105, P) - i(A, PNA, P) - - 1:50, 
从 而 知 A EPNM A\D PRETRD. 证 完 . 

注 12 不 论 巨 是 有 限 维 空间 还 是 无 穷 维 空间 , 定理 4.4 都 
RE. 但 若 不 是 锥 拉 伸 与 锥 压缩 , 而 是 整个 区 域 的 拉 伸 与 压缩 
( 按 范 数 ), 那 末 ,只 有 当 玉 是 无 穷 维 空间 时 才能 保证 具有 不 动 
点 ,参看 第 二 章 定理 3.6 及 其 后 的 注 5. 

注 13 由 定理 4.4 的 证 明 可 知 , 下 述 更 一 般 的 结论 也 成 
XR 01,0 是 E 中 的 有 界 开 集 , 06€ 04,0, 05, A: PNA \ 
Q,)— P 全 连续 . 如 果 满 足 条 件 

(Hy). inf, |Arl>0;Ar= yr, rE PNI 421; 
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Ax = pur,r€P[l]9045xl, 


或 
(Hs) inf. | Ax | 20; Az = ux, xr E PAIN > 5215; 
A 


Ar = ur, r EPNIN>L<1, 
那 末 ,4 在 PN (Qs,\ Qi) 中 必 有 不 动 点 ([99] 中 定理 1.2 和 定 
X8 1.3 证 明了 当 Q,, 0; 都 是 以 0 为 中 心 的 球 时 , 此 一 般 性 结论 
成 立 . 但 其 证 明 方 法 不 适用 于 一 般 区 域 2; 与 A). 

例 4.3 考察 拟 线性 二 阶 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 


£z. p(x)=0, 0st; 
d: (4*58) 


zx(0)= zx(1), 
其 中 f(z) 在 zx 之 0 上 连续 、 非 负 且 /(0)=0. 显然 x(1) 夺 0 是 
问题 (4.58) 的 解 . 证 明 下 面 的 结论 ( 见 (155) ) : 
结论 o 
o< li, LA<s, 2443« lim PG + o, (4*59) 
AER, 问题 (4.58) 具 有 (属于 C?[0,1] 的 ) 非 负 解 x(t), WE x 


(1)>0, YO<i<1.. 
证 众所周知 (例如 参看 [100) ), 问题 (4.58) 属 于 C?[0,1] 


的 解 等 价 于 Hammerstein 积分 方程 
zG)7 | Eee)F(z(D))ds= Arle) (4.60) 
属于 CLO, 可 的 解 ,其 中 &(i,s) 是 对 应 的 Green 函数 


RR s), tSs; 
k(t,s)= 
s(1—:1), t>s. 


4 P= |x) |r) E CD0,1] x(G201. 对 于 0<e< 方 ,又 令 
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P, |xCO 0l z()€P, , min z(G)m(1 -e)0Halel. 


2 


易 知 , P 5 P, 都 是 空间 E = C[0,1] 中 的 锥 ,并 且 P.C P. 显然 
A;P—P 全 连续 . 
i x(1)EP. HF klt,s)Ss(1-s), W 
Arles [s 3fGGDds. —— 6D 


53—38, 3:3 - exl onem 
k(t,s)= 


ia-22($-«)a-». 当 ts 时 ; 


ja-ozsi- (2*«)]-(2-«)- 当 1>s 有 时 . 


因此 知 
kn 5)> (Fe y 方 -e<t< 二 +e， 
0xsx1 
故 
1 
min Ardh ze) | sa- 2fGG»ds. 
(4-62) 
由 (4.61) 式 与 (4.62) 式 得 
，min AC) 2 (5 -e )lAzlc 
2 tC. 
Bl Az(:)€ P,, 由 此 可 知 A(P)CP,, 从 而 更 有 
A(P)CP,, vocec i. (4-63) 


H(4:59):X & f(0) 2051370. fS Oc rr BJ, EA Oc 
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f Gxr)mE8z, Kn, 24 r(t)€P, | zle=r, 恒 有 
Axi) = ez(G)dss8 人 tea)z(od 


1 
«8l ele f kC ds 


-sl lc [f. s(1- t)ds + J:a-94:] 
-4r(1- Ol xleslxle, Voss, 
故 lAxzlc&lxle, VzCGO€P, |zrle=r. (4:64) 
另 一 方面 ,由 (4.59) 式 知 习 9 20, 使 当 r> 9 时 , 恒 有 f(x) 之 24 


43x. 
i o($-«) |. (4*65) 
FE R, > r, 并 且 当 z(t)EPe,|zl|c= Re 时 ,有 


min zo -e)lzlc= (77 JR 
ext 


<H 


R. = max 


i- 
2 


从 而 


ya ED 2" secas 
js 
>243 (3-e)lzle [4 (3s) 


1 
2 1 
=2473( 主 -e)lzlcls. Q0 
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ds 
«Ji zad] 


=1243(3 - «ja - olz lc 


lAr lc>1243e (1-0) (3 - «Hale. 
Vz(t)EP,., |z| =R (4:66) 


易 知 函数 ec) sa-o(3-«). s e= eo = 32 nk 


它 在 [0, 二 | 上 的 最 大 什 p(eo) = 33. 于 是 ,在 (4.66) 式 中 , 取 。 
= e0, 得 
[Azrlc>l|zle, Yr) EP lrl=R. (4:67) 
H(4*63).(4*64), (4:67) RES, 对 于 2; = la| be xlec rl. 2 
= [zl Ile Re| 以 及 已 ,应 用 定理 4.4, 即 知 4 在 已 N CO 
V 0Q1) 中 具有 不 动 点 x(1), 于 是 z(t)E€ P... rz lcs R,,. 
由 kCt, sAN, 显然 有 z(t)>0, VOX ECT. WIESE. 
注 14 可 以 举 出 一 些 满足 (4.59) 式 的 初等 函数 ,例如 
f(x)- 2 oa a;20 (i1=1,2,.…,n) 


al<8, 4,750 n>1, 
_42z2(2 一 cosz) 
D EET d 
等 . 
定理 4.5 设 0Q 是 E 的 有 界 开 集 .9€EQ 设 A.PNM0~>P 


全 连续 , A9 = 909, 并且 
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E .Axrl >0. (4*68) 
那 末 , 4 & Pon 上 必 具 有 固有 元 ， 对 应 于 正 的 固有 值 , Bp fr fe 
oE PAINA 及 po>0, 使 Aro = xoxo. 
证 S m= sp lelh 8- inf lAcl Rao p. TÆ, 
Ti aAx = yux, x E PAIO, SER Lx] -alAxI2 lel, AT x 
>1, 故 根据 引 理 4.3 知 
i(aA, PAQ, P)=0. (4:69) 
4 H(t, x) * atÀx. 如 果 H(t, x)Æx, Vx € PANIN, 0S: 
1, 那 末 根据 同 伦 不 变性 , 得 
i(aA, P120, P) 2 (6, PAQ, P) 5 1, 
此 与 (4.69) 式 矛盾 ;因此 , VA zo € PANIN, Sto S1 存在 ,使 
H( to, xo) = xo, Bl atoAxo=xo. 显然 to 关 0( 因 x9 € P180), 


故 Arg7 HOTO» m= 20. 证 完 . 

注 15 对 于 有- &EAARÉ. 也 可 得 出 和 定理 4. Sam 
定理 (参看 [101] ) . 

例 4.4 考察 和 问题 (4.$8) 对 应 的 固有 值 问题 ; 

i TE e f(a) = 0, 0r; 
x(0)2 z(1)-0, 

其 中 仍 设 f(x) 在 x20 上 连续 、 非 负 且 f(0)=0. 我 们 证 明 下 
面 的 结论 : 


(4-70) 


0< lim Exe + o (4:71) 


则 存在 R>0, 使 对 任何 -> 尺 , 问 题 (4.70) 都 有 (属于 CLO, 1] 
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E) x (t) Rp, P0, RE (020, VOX r1, B] ler. 
证 问题 (4.70) 属 于 C2[0,1] 的 解 等 价 于 积分 方程 


pz(D= | EC SAG) ds = Azle) (4-72) 
属于 CLO, 1] 的 解 ,其 中 (1,;) 是 例 4.3 中 所 述 的 Green 函数 . 
任 取 0<。< 方 , 和 例 4.3 中 一 样 , 可 知 (4. 63) 式 成 立 . 由 


(471) 式 知 3r>0 及 $20, 1824 x2 9 HEA flr). S 
= R-3(2-4] ,下 证 此 R MARR. Yr > R, 令 0,= 
ixG)llzlerl, FARM r0)EP, NIA, 时 有 


min sul (7) 


bere 
从 而 
^4) [bec 
ap a 
2:5 d 
> (eile fe (es) 
-isa-o(i-.. 
由 此 可 知 


inf lAclc 3e -o(7 - eoo. 


In 
` (WEP NN, 
根据 定理 4.5 知 , 存在 zr, (02)€ P, C120, 及 jp,>0, 使 Ar, (t) = 


nx, . IE. 
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定理 4.6 设 0,,0:, 是 下 中 有 界 开 集 ,0E 0,0, Qs, 
A:PN (QN Q,)—P 全 连续 E u4€ PN 101, 
P, = |x| ffXEA O0, f r>àuo] 


如 果 满 足 条 件 

(Ho) AxxÉx, VrEP, {1902;Ar 过 (1 +e)zx, Ar EPAI 
Ni, e >0( 即 锥 拉 伸 ) 

或 

(Ho) Ar Éx, Vx€P, NIN; Azx(1* e)», YrEPN 
902,,e >>0( 即 锥 压缩 )， 

HUE, A tEPO (GN 0Q1) 中 必 具 有 不 动 点 . 

证 不 妨 设 条 件 (Re) 满 足 ( 当 条 件 (Rio) 满 足 时 , 证明 类 
似 ). 可 设 A EPAI 5 Pan, 上 均 无 不 动 点 (否则 定理 已 
获 证 ). 下 证 定理 4.2 的 条 件 (五 ; ) 满 足 . FXE, EK EPN 
IN, 及 to 之 0 存在 ,使 xo 一 Axo = touo, 则 to>0( 因 已 设 x 
Ax,V x € P125), ili zo= touo+ Axo È toug, EX xo € P, 
1905: X. zo 7 toug t AxoZ Axe, EGRI) 2F JE. 另外 ， 
UH x, € P(190,, mL, Ë Ary = uiri uu ICONE r 
zAx,Vx€P(1830,),XT Ax, — (1*61)x1,€17 91- 170, 
ESCH FA. 由 此 可 知 ,定理 4.2 BAR TECH NEE. FER 
据 定理 4.2 知 ,4 在 PN 人 (02\ 01) 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 

注 16 定理 4.6 是 [102] 中 主要 结果 定理 2 的 改进 ,显然 
PCP, 故 定理 4.6 是 定理 4.3 的 改进 ,从 锥 拉 休 与 锥 压缩 不 


动 点 定理 的 应 用 例子 中 不 难看 出 , Axdex 是 很 容易 检验 的 , 而 

条 件 ArzEx 检验 起 来 就 比较 困难 . 因此 ,定理 4.6 的 意义 在 

于 :将 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 中 满足 AxiEx 的 范围 从 整 
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个 PNaQs( 或 PN901) 上 减弱 到 只 在 其 一 部 分 P, NIME 
P MaQ1) 上 ,这 在 具体 应 用 时 是 有 利 的 . 例如 ,了 到 EE=C[0， 
1], P= {r(2) | zG)€ C[0, 1], CO 2010, uo(t)=1, I P, = 
ir) eG)€ P,x()20, VOxctsdl. 很 明显 , 对 恒 正 的 连 
续 函 数 来 检验 条 件 Azx 壬 x, 比 对 非 负 连续 函数 来 检验 Ar, 
一 般 说 来 要 简单 ,容易 一 些 . 

注 17 易 知 , 当 PP 是 体 锥 时 ,可 将 条 件 ( 昌 ,) 与 (Hio) 中 的 
P, 换 为 P. 事实 上 , 取 uo € P, i p P, 5P. 

例 4.5 考察 非 线 性 积分 方程 

xm | fC,z(s)ds= Ar(t), (4.73) 


此 方程 是 某 些 传染 病 传 播 的 数学 模型 (参看 [102] 、[103] ), 其 中 
rz>0, ft, x) t HARRY, f(z,0) 三 0, 需求 方程 (4.73) 的 
非 零 周期 解 . 

关于 f(z, xz), 作 下 面 四 条 假定 : ， 

(H1) ft, r), E, V -<< + 9o, 20; 

(H2) f(t,0)=0, V -©<+:< * oo; TETE o 20, i f(t9 
e,r)7f(t,x), V -oo«t« t oo, x Z0; 


(H3) 存在 R 20, fi fa, x), VY0 委 上 委 oo,0 委 z 委 Ri; 

(H4) 对 于 每 个 上 E(- 9o, +oco), 极 限 

Paa) a(i) (4-74) 

FEAR, 并 且 , 对 于 每 个 上 E (0,1), 都 存在 e 70, fit 
fG,r)mÓka(t), V -co<i<+oo,0 委 xz< 魏 ee (4-75) 


结论 ” 设 条 件 (H1)~ (BE4) 满 足 , 正 整数 N WT. 
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9 ps [Eos do ].j 701,2, N. 如果 
[If «coast, (4-76) 
那 末 方 程 (4.73) 具 有 不 伍 为 零 的 非 负 的 周期 为 w 的 连续 解 x 
(t)(-œ©<z< +), 
证 ÉEN, H(H1)~(H4)%, a(1)( << +oo) 
是 非 负 的 周期 为 w HAA N R XC; EE, (4 * 76) RA mE 


分 都 存在 有 限 . S 
E= fz(z)|lxz(i) 是 -co<z<+c 上 周期 为 w 的 连续 函数 }， 


E, 按 普通 的 函数 运算 以 及 范 数 
1z1= sug | zCO L7 max [Co] 
E 成 为 Banach 空间 . & 
|OP-dz(G)|zG)€E, x(:2)20, -o«t« +œ}, 

EX P 是 E 中 一 个 锥 . FEH, A: PP 全 连续 (只 需 注 意 
到 ,4 将 已 中 有 界 集 变 为 已 中 一 族 函 数 , 它们 在 Oc: bE— 
致 有 界 且 等 度 连 续 ). 记 TR= Ix OI x O€ E, Ix] € RI. R 
们 证 明 

Ar(t) (1 +e)z(t), Yr(lt)EPNƏITgk, €>0. (4-77) 
事实 上 , 者 存在 x4 (1) € P092 Tg 及 so>0, 使 Axq(2)2(1* 
so)jzo(z), 则 由 (五 3) 知 


(1* eg) xo(1) & Azxg(1£) 7 I: f(s, xoCs))ds 


= Kaqs=R, 
从 而 (1+ ez R. BHl(1*e)RzR,Í81 T 3 JE, 故 
(4 TD SURE . S uolt)=1, W 
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P, m dx(1) x(o)€ E, 2(020, V ugs: dE ERE 


«1, fi 
"at! | «cods21. (4-78) 


再 取 0<r<R, 使 
f(t,r)RRa(Q)x, V -o0o«t& to, Ozrszr. (4:79) 


^ T,-Ix(t)lx(O)€E, bxlri. 我 们 证 明 
Ar(1) 半 x(t)， Vzr(t)EP, NoT,. (4-80) 


事实 上 , 若 存 在 z,G)€ P, 12 T, B Ax, ga). HIN 
$9,5:€ LG-1,2, 7, NI, A Jac Leo e c) AT, iÈ 
| aGO) s (Odi [ sided: 
1, I 
=| aled | fls, xıCs))ds 
L t-r 


>f acar f, Kena 


> 人 «Cd. i a GO) Gs , 
(71,2, N), 


| «conce (Hj ad 
MEE" jer 


(l, ae Ct) 


o 


-e(1J, «coac)-(], «(Oy Xr). (4-81) 
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易 知 | aon COar o0 EDI | e CO Ct = 0, 则 由 
a(1220, (002058 a(t) 70, p. pF I AT f a COdr- 


0, 此 与 (4.76) 式 矛盾 . 于 是 a (1) x G)dr 0, FH (4-81) 
式 得 | 
e[ i" «COR act, 


此 与 (4.78) 式 矛盾 . 由 此 可 知 , (4-80) T. . 

由 (4:77) 式 与 (4.80) 式 ,利用 定理 4.6( 条 件 (Hio) 满 足 )， 
即 知 4 在 PCTRAT) 中 具有 不 动 点 . 证 完 . 

下 面 ,利用 4 的 沿 锥 P 的 导 算 子 A (005 A. (eco) 的 性 
质 ,来 判断 A 的 正 不 动 点 的 存在 性 . 

定义 4.1 设 P 是 E 中 一 个 锥 .A:PP. 

Cl )R zoE P. EFE B:E>E 线性 有 界 ,使 


th)- - Bh 
人 l-o, (4:82) 
， A€ PL A IL 0 lA 


则 称 A 在 点 xo 处 沿 P 可 微 , B RAA 在 点 xo 处 沿 锥 P 的 导 
算 子 , 记 为 A+ (zo), BR A.'(xg) * B. 
CH 0373 B4: E E 线性 有 界 , 使 


Ar-B 
lim I i-e, (4-83) 
rz€P,lzl-* xr 


则 称 4 在 点 % 处 沿 P 可 微 , B, 称 为 A 在 点 % 处 沿 锥 P 的 导 算 
子 , 记 为 A;(%), 即 A.’=Bi. 
注 18 显然 ,条 件 (4.82) 相 当 于 
A(xg t h) - Axo 9 Bh * w(xro,h), (4-84) 
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其 中 olro h)=0o( |h) REP, [n]0 st). 
5| 4.5 ib A:P—P 全 连续 . 那 末 
(j) 若 4 在 点 rzoEP 处 沿 己 可 微 , 则 4，(zo) 将 已 中 有 
FRERE 中 相对 紧 集 ; 
Cil ) 若 4 在 点 co 处 沿 己 可 微 , 则 4，(eco) 将 己 中 有 界 集 
ERE 中 相对 紧 集 ; 
证 CI OBIT A. (zo) 是 线性 算 子 , 故 只 需 证 明 A, (ro) 
把 B= ix|x€P,]x] S1 ÆR E 中 相对 紧 集 . 若 不 然 , 则 存 
E hi €P, |^; | 1G 71,2, R eo>0, 使 
|lA«'Goh;-A.' Go h;|2zey (ij). (4:85) 
BIF (4-82) 5X, FE c 20,24 Ah € P, | A | coe 时 , 恒 有 
[A Gro * &) - Azo 7 As Gr) | aN. 


FE, 当 iz; 时 有 
| Azo * ch;) - ACxo * ch;) | 
7 [LAG ch) ~ Azo - A. Gro) Ceh.)] 
7 [A Gro * ch;) - Axo - A+ Gro) Cch;)] 
+r[4 (xg) h; - As Cro) j]] 
ZA. Gohi- A«'Go)h;] 
- | Alzo * thi) 7 Axo - A. Go) Ceh.)] 
- | ACGro * zh) - Azo - A+’ Geo) Crh;) | 
272. 
此 与 A 的 全 连续 矛盾 . 
CIOM RM, EFRR, 则 存在 h EP, | hi | C =1,2， 


…) 及 so>0, 使 
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lA. (o)h;- A. Coo)h;| meo (6j) — (4:86) 
DA o= inf| | 20CBIES A5 inf[ h| = 0, 则 存在 子 列 A, — 0. d 
A. Coo) a S t | A «C90, - A (99) 8; | 0 (s s 
oo), JI 5 (4* 86) FJ). 由 (4.83) 式 知 ,存在 p>0, 使 当 xE 
P, |x| >o 时 , 恒 有 
14z - A. Cox] «SH e. 
于 是 , 当 ij 时 有 
|ACphi)- ACoh) | 
=|[ACoh;)- A.'(oo)Coh;)] 
-[ACoh;) - A. (Coo) Coh;)] 
* el A. (99) h; - A. (o) ;]] 
Zpo|A.'(o)h; -As (oh) - [ACoh) 
- A.'(o)Cph,))| - JACoh) 7 A. (œ); | 


区 
此 与 A 的 全 连续 矛盾 . WEE. 
引 理 4.6 EE 已 是 再 生 的 , 那 末 必 存 在 正 整 数 N, 使 任 
fep r € E 都 可 表 为 
r7u-—u, (4:87) 
RP u€P,v€P,luINIxI toS N+ DII. 
证 显然 只 需 证 明 : 存 在 N, 使 对 任何 zxE 五 ,都 存在 wE 
了 ,满足 zx 委 wx 和 Nizl. 
S E, ixl 3u€P, fi xu, lulsnlxl! (212, …)， 


由 于 PP 是 再 生 的 , 故 E= U E,. 由 于 Banach 空间 是 第 二 纲 
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mama 一、 


集 , 故 必 有 某 E, ERRE T= jz|rs|z cR PER 
密 的 ， 由 于 PÆRER, k- xo yo zo yo zo € P, Aff 
-zo 过 wo 取 正 整数 n B | yo | S na zol .对 任何 7E E, T. 
存在 «€ PIE Lu, |u| n xl, Ai £- xou t yE P, 
[u + yo} <ni lzi + nl zol 
Gi + na) xol + nilz- zol 
<nsl z- zol, 
其 中 jio atmo ni 此 即 表示 r- rE E, . 因此 ， 
E, ERE "ESPFSEESESES E: p:3 D T . 1 xE E, Rf 
必 有 EE, (V1 之 0), 因 此 E, EES E PEREK . 
ME E= E3,» 对 任何 x EE, WHE r€E,. 可 设 xo 
(Bl 0€ Es, ). 由 于 已 ,的 稠密 性 , 3 x1€ E,,, 使 
Iz- ril «lel 
由 x, € E, Al d u, € P, f 
zS u, Jui [Snl zl; 
同 理 , 存在 xz2€ E, u€ P, fË 


1z- rz|< 直 |z1，zs 和 oo 和 olzz|; 


2 
一 直 继 续 下 去 , 一 般 地 有 


|lz-n- 7nd ula. XQ uy, 


u,€ P, | MESACNE 


oo 


显然 25 z= ax. 由 x map cau 和 
k=1 : 
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n L 


lal cz ilal +z JE 


故 
D ps] m D al<3nlzl 之 x 
k=1 k=1 


=3z3|zljl< +æ, 


oo 


因此 ， 27 u, KA. 令 u= 5 uj, PR € P,rsuH 


PE » "ES 2i DE EPNEIB 
由 此 可 知 , x € Es, . E N =3n3, 引 理 获 证 . 证 完 . 
引 理 4.7 i$ A:P~>P 全 连续 , P 是 再 生 的 . IK 
(I )' 若 A TE x, € P 处 沿 P 可 微 . 则 A,’(x0):E 一 EE 
全 连续 ; 
Cil 25A Too Ahi P 可 微 . 则 AL (00); EE 全 连续 . 
证 由 (4.87) 式 知 
A+ (ro)x =A, (xo)u 一 A 'Cx9)v, A, (09)x 
-A,'(0)u—A,'(o0)v, 
于 是 由 引 理 4.6 与 引 理 4.5 即 获 证 . 证 完 . 
引 理 4.8 设 A:P 一 P 全 连续 , 那 末 
CIE A 在 零点 9 处 沿 P 可 微 , A0 = 9, 则 A, (0): PP 
全 连续 ; 
(ii ) 若 4 在 点 co 处 沿 己 可 微 . 则 4, (0): P^ P 人 金 连续 . 
证 (|i ) 因 A90= 60, 故 对 x>0, 有 
A. (0)x — lim aie) 
故 A.'(0rCP.BBnmd 4.5 4A. (0); P—P REZ. 
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Cii )34 220 Bf, rH 


A(Cx) 
t 


AET i 

即 知 A,/(00)xr€ P, HEHS[ EE 4.5 4 A, (0): P>P 全 连 
续 .证 完 . 

BF,.HP,XPOT,T;ixlilxli«10,1250; EAS P, Æ 


P 中 有 界 开 集 . 
引 理 4.9 i A: P— P 全 连续 , 40=0. 设 4 在 9 处 沿 己 
可 微 ,并且 1 不 是 A , (09) 的 对 应 于 正 固有 元 的 图 有 值 , 那 末 
Ci E A,’(09) 不 具有 大 于 1 的 对 应 于 正 固 有 元 的 固有 


(&, 则 存在 r>0, fE 


i(A,P,,P)=1 (YO<r<r); (4:88) 
Cii P A. (2) 具 有 大 于 工 的 对 应 于 正 夯 有 元 的 固有 值 ， 

则 存在 r>0, 使 
i(A,P,,P)-0 (V0<r 委 r). (4:89) 

证 A 
e= inf, de A (Oz |[20. (4-90) 


事实 上 , 若 不然 , 则 存在 xz, € PL |n] =1, 使 zx, AL (0r, > 
b; 由 引 理 4.5 知 存在 子 列 | zw |, B8 A LI CO), mm AR rn, 
—xr* €P, Ix* | =1,x* -A.'(80)x* =0, 此 与 假定 矛盾 . 


Hi (4-90) Xl 
lz-A.(O0x]2alzl] (Vz€P). (4:91) 


«B 720,1 
[Az - A. 'COz | & 3M zl (Vz€P, lx]. 


于 是 ， Mt, z)€[0,1] x2P,(0« r& r)Bf,8 
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x - (Ax t (107 0A. (9)z]| 
mix-A.(Ox]|-:1|[Ax- A. (Ox | 
>alzl-5lel=5>0, 

故 由 不 动 点 指数 的 同 伦 不 变性 知 
i(A,P,,P) 2 i(A,(0),P,, P) (0<r<r). (4:92) 
Ci ) 由 假定 知 ,A, (CO) IE (A12), HR D | 4.1 
(A, (8), P,,P)=1 (YO<r<+o0). (4-93) 
由 (4.92) 式 与 (4.93) 式 即 得 (4.88) 式 . 
(ii) 由 假定 , 存在 h € P, ln] — 1, f AL (0) h — àh, 
à >1. RANEH 
x20,t20—xr-—A.'(0)xth. (4:94) 
事实 上 , 车 存在 rzo>0, zo 之 0, 使 ro- AL (0)ro= toh. 首先 ， 
由 假定 知 io。>0; 由 引 理 4.8 知 4; /(0) x90, 从 而 t02 toh. 
4 t* 2suplt| xo9Z th | , WI O dot" & + oo, roth, 
xo7 A. (0)xo t tohz2A.'(0)(t* h) * tgh — (At" t tg) s 
HUTADLAC t012t* UC ERAS 刀 的 定义 矛盾 . ix (4-94) 
式 成 立 . 因此 , A. (9) 满足 (4.19) 式 , 故 根据 引 理 4.2 的 系 知 
i(A, (8), P,,P)=0 (YO<r<+o). (4-95) 
由 (4.92) 式 与 (4.95) 式 即 得 (4.89) 式 . 证 完 . 
引 理 4.10 it 4:P-> 已 全 连续 , A 在 点 oo 处 沿 已 可 微 ,并 
且 1 不 是 A, (co ) 的 对 应 于 正 固 有 元 的 固有 值 , 那 末 
Ci VEA (oo) 不 具有 大 于 1 的 对 应 于 正 固有 元 的 固有 
值 , 则 存在 o>0, 使 | 
i(A, Pr, P)=1 (VocR«o); (4-96) 
Cl ) 46A, (oo) 具 有 大 于 1 的 对 应 于 正 固 有 元 的 固有 值 ， 
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则 存在 o 0, fi 
i(A,Pg,P)-0 (VoxR«*o). (4:97) 


证 和 引 理 4.9 的 证 明 完全 类 似 , 从 略 . 

定理 4.7 WE AL P— P ZER, A9=0. 设 A 在 9 与 % 处 
均 沿 P 可 微 ,并 且 1 不 是 A,'(9) 和 A;(%) 的 对 应 于 正 固有 
元 的 固有 值 . 如 果 满 足下 面 两 个 条 件 之 一 : 

(H)A.'(0) ROS K-F 工 的 对 应 于 正 固 有 元 的 固有 值 , 而 
A , (co) 不 具有 这 种 固有 值 ; 

(五 )A, (ce) 具 有 大 于 工 的 对 应 于 正 固有 元 的 固有 值 , 而 
A. (6) 不 具有 这 种 固有 值 ; 

那 末 A 具有 正 不 动 点 . 

证 在 满足 条 件 (五 ) 的 情形 下 , 由 引 理 4.9 与 引 理 4.10 知 
可 取 0<r<R<+o, 使 

i(A,P,,P)=0, i(A, Pr,P)=1, 

从 而 

i(A, PR NP,, P) - i(A, Pr, P) ~ i(A, P,, P)=1-0= 140; 
同样 , TE WE ERICH; 的 情形 下 , 可 取 0<rw<R<+%, 使 
i(A, Pr \ B,, P)=i(A, Pg, P) - (A, P,, P) 21-0 1250; 
因此 ,不论 在 哪 种 情形 下 , 都 推出 A 在 PR \ P, 中 具有 不 动 点 . 
证 完 . 

注 19 可 以 证 明 ( 参 看 [97]), 对 于 严格 集 压缩 映 象 , 定理 
4.7 也 类 似 成 立 . 


85 多 解 定理 


非 线性 算 子 方程 存在 多 个 解 的 问题 , 在 理论 上 和 应 用 上 都 
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是 有 趣 的 ,并 为 人 们 所 注意 (参看 [107] ~ [117] 以 及 [71] C79) 、 


(9) 、[96] ) . 
设 P 是 实 Banach 空间 E 中 一 个 锥 . 首先 , 由 定理 4.3 与 


定理 4.4 立刻 得 到 下 面 两 个 多 解 定理 . 
定理 5.1 330, 0,0, 是 互 中 三 个 有 界 开 集 ,0OE 0,,0, 
CQ,,0,C Q4. i A; PC) (Q, N Q)) p 全 连续 . 如 果 满 足 条 


件 
Arzix, VxC€P(130,; Axx, Vx€Pf1830;; 


Axx, Vx€Pf[1805, 
那 末 ,4 在 PN (0Q3\ 9) 中 至 少 具 有 两 个 不 动 点 x Sr, 
并 且 x*EPN(Q,\ 0),r** EPN \ 5). 
定理 5.2 设 021,0,,03 是 EE 中 三 个 有 界 开 集 ,0€ 01, 0 
C0;,0,C 05. 设 A:PN (0 \ 01) 一 PP 全 连续 .如果 满足 条 
件 
lAxIzIxl, vxePnan; 
lAx|]xix]|, Axzx, Vx€Pf20;; 
lArl>lzl, vxePnen., 
那 末 , A EPA N 01) 中 至 少 具 有 两 个 不 动 点 xxt, 
并 且 z*EPpn(o\oh,rz * EPN NO). 
例 5.1 考察 一 般 多 项 式 型 Hammerstein 积分 方程 (4: 


37), 其 中 f(x,u)- > a; (x)u*,a; 20(i71,2,:5, n). 我们 
有 下 面 的 
结论 设 ( 1 ) 非 负 连 续 核 &(z, DWE | k(x,y)dz >0 


(对 任何 y€ G); (J )a/(x220,4;€ L(2 51,2, 5, n), HE a; 
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TÉ ai X1 X ai 2 L, f infa, Cr) 0, infa; (2)>0; (ii) 2 


lail <M RE M= max EG y). 则 方程 (4.37) 至 少 


VEG 
具有 两 个 在 G 上 不 恒 为 堆 的 非 负 连续 解 . 
证 考察 C(G) 中 的 锥 (4.38). 和 例 4.2 结论 工 中 的 证 明 
一 样 ,可 证 A : P 一 P 全 连续 . r, fb 


(5:1) 


0« r «min |L. (rof) T7, í 
其 中 ro, p 的 意义 见 例 4.2 结论 工 的 证 明 过 程 . 仿 (4.40) 式 的 
证 明 过 程 可 证 (4.40) 式 也 成 立 ; 取 R, E 


R»max|1, 8 siete Mme) ， (5:2) 
其 中 ri infa, (2) 90. 仿 (4.47) 式 之 证 可 证 这 时 (4-47) 式 也 
成 立 . 另外 ,我 们 证 明 
| ^— e€8P,Ag&g. (5:3) 
其 中 P,-T,OP,Ti- loelo€c(G).lolcc«il. S3: E, # 
有 9, €93P, 存在 ,使 Apo po, M 


1 = | polc] Apolc<M 2; Hall pole 


-M © lal 
此 与 假定 (前 ) 子 盾 . 故 (5.3) 式 成 立 ， 
Hr (4*40)58, (4:47) EUR (5-3) R, 并 注意 到 R1» 0» 
应 用 定理 5.1, 取 01=T,, 02= Ti, 57 Tg, BA A 在 Pr \ 
P, 中 至 少 只 有 两 个 不 动 点 证 完 . 


815.2. 考虑 二 阶 拟 线性 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 : 
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dr? (5:4) 
zx(0)= x (1)=0, 
其 中 8>1>a>0. 我 们 有 下 面 的 
结论 ”问题 (5.4) 具 有 两 个 非 零 解 x1 (005 x; GO ORE C? 


^02 
AM 0c; 


[0, 1D, 满足 
x(2220, x;(02050 (%0<:<1 HB, (5*5) 
r X max z, (2) X1 € max z; (2) X R, (5*6) 
其 中 
H 1 
B a* 20-3)  [(8*2)?*? G7 
cine sem] P | 


证 众所周知 (例如 , 参看 [100] ), 问题 (5.4) 属 于 C?[0, 1] 
的 解 等 价 于 Hammerstein 积分 方程 | 
r(t1)- [ GC s) Lx] + Lx GP ds (5*7) 
属于 C[0, 1 的 解 ， 其 中 G(t, s) Green 函数 : 
MEISTE 
s, t2 5. 
4 P-ix(0)|x(0€c[0,1], z(t)=0|. Xt 0<r<1, X4 
P,-|x (0)0]xG)€ [0,1], x(:)02z0, 


GC. s)=minfe sl] 


pin zl lel. 
8A P RIP, 都 是 C[0, 1] 中 的 锥 , PLC PARET 
Aa) = GG DIG) + Lz(s) jds. (5+8) 
显然 ,A :PP 全 连续 (实际 上 A:P 一 PN CLOI]. 当 al) 


€ P 时 ,对 任何 0<r<1, 有 
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min Ar (t) - i G(c,s)llxCG2]" * [x G)]?1ds 


= [sz() J + COP ds 


0 


1 
十 feilet] + OE 
>r( i si[xG)]* * [x Cs) ]?1ds 
1 
十 [5itzcor« [(5)]21ds) 
1 
=r | sllz(s)] +[z(s) elds 


= -| G(, s)H[xCG)]* * [x(52]21ds 
= r| Arlc 
故 4(P)CP.; 当 然 更 有 A(P.)CP.. 
用 S, CLO 1] PRI [| Ee le 7 o] W4 x € Ps, 
时 , 有 
lArle = | cei[zG)]+[z()]alds 


= | wt [x Cs)]21ds 


0 
«Te Lelt | sds 
72127 [lc (5:9) 
下 证 

Ar*x (% r€P(lS, 时 ). (5:10) 
事实 上 , 若 存在 z*EPI si, 使 4z*=xz*, 则 由 (5.9) 式 知 


| sl[x" G)]* *[x* Go]^lds- 1, 
337 


从 而 
f sa-l (000 1 - Ee * C22 lds=0; 
由 此 可 知 xz"(s) 二 1 (0x51), H5 
zx" (0)=Az" (0)= | GO, Le GJ * Le" GOL dz 70 
TE. 故 (5.10) 式 成 立 . 
34 r()€ P, Bf, A 
lazle = | G0, s) Hz GO + Le GOTH ds 


z | sl[xG)]* * [x Cs) ]?1ds 


0 
>| :1[z(D]"+ [x(s)]^1ds 
Gel lb [sas 
= Aleli hl. Gun 
B, RZ hil) A- 08 Eh) - cd RES I 


1 1 
= = (zi) 与 点 r= n7 (555) 处 达到 它们 在 0<r<1 
上 的 最 大 值 . 当 2€ P. Sk 时 (R 的 定义 见 (5.6) 式 ), 由 (5 


11) 式 知 


8 
lAclc» 307 llt 5 (17555) (555) m 


$ 8 
-=_ 1 Bao (B+2) ea eri l 
“galata l ] R=R=lzle — Gan 
而 当 rEP. NS 时 , 由 (5.9) 式 知 | 4z1 过 |z1。. 于 是 根据 定 


理 4.4 知 ,存在 x, € P, ,1 上 xz1。<R, 使 Azs = zu. 再 由 (5 
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100580, | zz| 1 it 1€ || ER. 
[]38, r EP, N S, 时 (x 的 定义 见 (5.6) 式 ), HH S1 X 


知 


1arlc> 二 (1- dlelt (1-225) (3) 


n= 


er=r=| zlo, (5:13) 


1 a 2 a? 
Ears] Iren 
而 当 zxEP. NS 时 由 (5.9) 式 知 | Ax lc Hxc. 于 是 ,也 根据 
定理 4.4 知 存 在 x € P, r X |i] ex fi Ax, = zi. 再 由 
SAORA | xi] c1. 故 n] niei. 
最 后 证 明 (5*5) 式 ,由 于 xi (022:0, 220; 05 0X EL 时 ， 
有 
rile) = Azile) = [| 60 00a GY + Exils) lds 
- sda + Ls) lds 
vf IExiGo]1* * Ex1s)]721a5 0. 
同 理 可 知 22(2) 20 (0 zx BP). 证 完 . l 
5178 5.1 iX X Æ¥ Banach ZE) E 的 一 个 收缩 核 , X, 是 
X 的 一 个 有 界 凸 收缩 核 , U 是 X 的 非 空 开 集 且 UCXI. 又 设 
A:X,—X 全 连续 , A(X1)CXi, 并 且 A 在 Xi \ U 上 没有 不 动 
点 , 则 必 有 i(A, U, X) 71. 
证 由 于 Hausdorff 空间 的 收缩 核 一 定 是 闭 集 , 故 X, X 
中 闭 集 , 从 而 UCX1( 实 际 上 , 由 于 X 又 是 E 中 闭 集 , 故 Xi 是 
E HAR). 于 是 根据 定理 4.1( Vv ) 知 
i(A, U, X) - (A, U, Xi). (5:14) 
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由 于 U JÉ X 的 (相对 ) 开 集 , 而 UCCX,C X, ik U 也 是 Xi 的 相 
对 开 集 . 由 假定 , A TEX, NU 上 没有 不 动 点 ,于 是 根据 定理 4. 
1C v ) 知 
i(A, Xi, X) * i(A, U, Xi). (5:15) 
取 roc UTX, S 
h(t, x)=trot(1-t)Ax. 
显然 (注意 X, 的 凸 性 ), h:[0,1] x X1 X, 全 连续 . 由 此 ,并 
注意 到 Xi 本 身 作为 X, 的 开 集 , 其 边界 是 空 集 , 根据 不 动 点 指 
数 的 同 伦 不 变性 及 正规 性 ,得 
i(A, Xi, X1)= ilro Xi, X1)=1. (5:16) 
8 (5:14). (5:15), (5:16) EX, 即 得 i(A, U, X) 21. WER. 
R Wb X EXC Banach 空间 E 中 一 个 非 空 有 界 凸 闭 集 , A: 
XX 全 连续 . 则 i(A,X,X)=1. 
证 在 引 理 5.1 中 , 取 U=Xi=X 即 获 证 . 
定理 5.3( 9, (78)) ux Banach 空间 E 中 体 锥 己 是 正规 
BJ, yj, zi, y2, z;2€ E WE y < zi < yz. 又 设 4A:[y zz?] 一 
E 全 连续 、 强 增 , 并 且 
Xi&Ay, Az X&zj y)XAy;, AzjXz 
那 末 , A 在 [yi, xz] 中 至 少 有 三 个 不 动 点 ri x2, rs 满足 yi 
zz yi rj, yan. 
证 $X-[yo,z]. X= [yn zi], Xo [yz z2]. W X, 
X,, X; BE E 中 非 空 有 界 凸 闭 集 (图 3 一 5.1), 从 而 都 是 EE 的 
收缩 核 , 由 于 X,CXCE, X;CXCE, ik X, 与 X; 都 是 X 的 
收缩 核 . 由 定理 2.1 知 , A 在 [yt, zi] 中 具有 最 大 不 动 点 r: 
Axi- rj yS Sz. 显然 zli< xl, 从 而 由 A 的 强 增 性 知 , y, 
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Sri = Ari Azi< 
zp W r Æ X EX 
中 的 内 点 . 于 是 Xi 
在 X 中 的 内 点 集 U, 
非 空 , UUCX, HA 
f£ X, NU, 中 没有 不 


动 点 . 于 是 , 注意 到 
U, 是 X 中 开 集 以 及 图 3-541 
Xi)CXi, 应 用 引 理 5.1 知 
i(A, Ui, X) 7 1. 


同 理 可 证 A 在 [ ya, x2] 中 具有 最 小 不 动 点 zz, EWE yi 
rS, CE X E X PHARA. TE X, EXPIRAR U, 
EZ, U, 是 X 中 开 集 , UUZ X5, A EX, V U; 中 没有 不 动 点 ， 
A(X2)CX2 从 而 

i(A, U5, X)=1. 
根据 不 动 点 指数 的 可 加 性 ,得 ， 
i(A, X, X)=i(A, U, X)+i(A, U», X) + i(A, XN (UUD,), X). 
由 引 理 5.1 系 得 i(A, X, X) =1, 由 此 可 知 
i(A, X\ (U UU), X)=1-1-1= -1#0. 
从 而 A 在 X\ (UiU 0U;) 中 具有 不 动 点 z. 注意 到 UIU UU, = 
XIiUX2, 即 知 y Ers Ær. 证 完 . 

R 设 定理 5.3 的 条 件 满足 , 则 A 在 [yi NT 
个 不 动 点 xr? zy zy MÆ zf Xx; Xx... 

证 由 定理 2.1 知 A TEX [yi zj] 中 具有 最 大 不 动 点 
z 与 最 小 不 动 点 ri. 由 于 A 在 X 中 至 少 具有 三 个 不 动 点 ( 根 
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据 定理 5.3), BUD x1 关 x? ,而 且 A Ely, zj 中 还 具有 另 一 
个 不 动 点 zz . 从 而 rx? 之 x? <ar. H AKIRY Ar < 
Ax; €Azxj,B[ rë Kri Kr? .证 完 . 

注 1 类 似 地 可 证 下 述 一 般 结 论 : 设 巨 中 体 锥 尸 是 正规 的 ， 
yoz EEli=1,2, V,m) ÑE 

qeu Mule pue E 

又 设 4:[yi xm] 一 巨 全 连续 、 强 增 , 并 且 满 足 

YEAy, Azzi y2< Ayr Az2 < z2, s Ym Z AYm» 
Az, xS 
则 A 在 [yi, zj] 中 至 少 具 有 2m 一 1 个 不 动 点 zi rat, 
Zim- 满足 

YSL K Z1, YEL Yn 1 1 

yn rQXES: Yiri ETm Ez; (i—1,2,^",m-1). 

显然 ,在 m>2 时 ,上 述 条 件 是 比较 普 历 的 ， 一 般 算 子 不 易 
满足 . 

下 面 ,将 定理 5.3 应 用 于 积分 方程 以 及 半 线 性 椭圆 型 偏 微 
分 方程 (参看 [79] ). 

例 5.3 考察 Hammerstrin 积分 方程 

eG | EIDA p(y)dy = Aplr); (517 

其 中 GER 中 某 有 界 闭 域 . 

结论 设 k(x,y)EC(GXG), k(x,y)>0((zr,y)EG 
XG)，f(zx,u)E€C(Gx[a;65])，a 之 0. 又 设 对 任何 x EG， 
(xz,u) 关 于 w 在 [a,5] 上 是 严格 增 的 ,并 且 存 在 c,d(a<c<d 
<NE 

mf(x,a)za, Mf(x,c)<c, mf(x,d)»d 
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Mf(x,b)Eb | (YVx€G), 


其 中 m = min | &Ge y)dy» M - max | k(x,»)dy. 
那 末 方程 (5.17) 必 至 少 具 有 三 个 G 上 连续 解 glr), p 
Gr), p(x), EIE api (x) 0(i71,2,3),9FH. 
acgi(x) e, d&gy(x)&b, (Vx€G), 
mings (x) € d, maxps(x) 2c 
证 4E-C(G)P-iele€C(G), e(x)201l. W P 


是 五 中 一 个 正规 的 体 锥 * 4 di(x)8a, dox )mc, da(x)mm 
d, Ja(x)8b. 显然, A:[ gi J4] 一 C(G) 全 连续 . 由 所 设 条 件 


易 知 : 当 e oU plr) Sgr), eG) (Gn) Bb, VA Ap 
KAYBI hp(z)< Ay(z)), 因 此 A 是 强 增 的 .另外 ,我 们 有 
hbi(z)= | Gs fO dy | kle, y)dy>a 
741 G), 
Adi GO 7 [Gn fos ce)dy < | kle, ndyse 


7 p(z) 
同 理 可 知 
Aps (x) > 的 (z) Ada x) Ju). 
故 定理 5.3 的 全 部 条 件 满足 . 因此 , A 在 [yi, 加] 中 至 少 具 有 
三 个 不 动 点 pis pzs 3; 满足 Vp, V;€gimya pix 
9:XE a. 证 完 . 
例 5.4 ids od 


Lu=- 之 aj Cr) 52 3r e M BE eG, 


即 设 存 在 常数 wo >0， "a r€0(03R' 中 某 有 界 凸 区 
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i, 20€C*^,0€«s«1),—9] £- (6 £5 EDER“, Wf 
N 
2 jas Cr) 8 > uo lel, 这 里 , 设 au(x) ag (xr ax, b; 


(r),c Cr), RRF ŒO), H c(x)2:0. R 8— (81,5, Br) 是 9 
Nn EEFC “aE, HE S-»20(» X20 上 的 向 外 法 


线 单位 向 量 , 8. m RAEL 与 的 内 积 ). 给 定 边界 算 子 B: 


N 
Bu = bu + óB*gradu- b(x)u +ô 2 ROS, 
i=l : 


其 中 4b。(xz)E€ Cli'*(9Q), 并 且 假 定 是 下 面 三 种 情况 之 一 : i)e 
=0, H b(x) 夺 1( 这 时 B 叫做 Dirichlet 边界 算 子 );( ii ) 8 — 1, 
H. b(xr)s0(GXH] B 叫做 Neumann 边界 算 子 ,这 时 要 求 c(z) 
20);(ii)8-1, H. (r) 20 (X BT B 叫做 斜 微 商 边界 算 子 ). 
考察 边 值 问题 : 


(5-18) 
Bu =0, r€2af, 


其 中 f(x,u)€ C (Qx RD). 函数 v= vlr) E C?) ay ie 
题 (5.18) 的 一 个 下 解 ,如 果 它 满足 
Lv f(r,v), ERN; 
s LEIN. 
同样 ,函数 w = w(x)€ C RAS 18) AER, 
如 果 它 满足 


cr utm r€40; 


Lwzf(r,w), rEN; 
e LEIN. 
如 果 问 题 (5'18) 的 一 个 下 (上 ) 解 本 身 不 是 (5.18) 的 解 , 则 称 它 
是 问题 (5'18) 的 一 个 严格 下 (上 ) 解 . 另外 ,用 e=e(z)EC2 7 
(9Q) 表 线性 边 值 问题 
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Lu=1, x€Q; 
TEN x€230. 
的 惟一 解 (注意 ,e(z)>0 Vx€0). 
结论 ”如 果 存 在 问题 (5.18) 的 下 解 vilr), ER wir), 
严格 上 解 wi(z), 严 格 下 解 vz(z) 以 及 常数 y>0, 使 
~ Yer )svi Gr )& wy Gr) S v x )& ws (x ) & Ye (x), 
I cos 
(5-19) 
那 末 , 边 值 问题 (5.18) 至 少 有 三 个 解 u(x)E€C1*(0)(i=1， 
2,3), 满足 
vir) Gn) < uj (x) & u(x)& wi (x), V x€Q. (5:20) 
证 首先, 我们 可 假定 fru) T udE- yMxuszyM 
上 是 严格 增 的 , 这 里 M = maxe(z). 事实 上 , 因 f(x, u) EC 
(Qx RI!), 故 必 存 在 常数 w>>0, 使 
f(x,u)-f(x,v)»5-w(u,v) VrEQN, 
-YM<v< uyM, 
于 是 函数 f(z,4u)=/(z, u)+ wu 在 -YM<u<YM 上 关于 
u 是 严格 增 的 , 并 且 边 值 问题 (5'18) 等 价 于 边 值 问题 
(L4 w)usfr u), EN; 
TERR rEIN. 
同时 , 显然 x = x(z) 是 问题 ($.18) 的 下 (上 ) 解 , 当 且 仅 当 u(x) 
是 (5'21) 的 下 (上 ) 解 . 因此 ,代替 (5.18), 只 须 考察 问题 (5.21) 
即 可 . i ; 
根据 椭圆 型 方程 理论 ( 见 [94] (79) ) 5, 对 任何 v € C" 
(Q), 线性 边 值 问题 


(5:21) 
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Lu-v, rEAN; 
TM LEIN. 

具有 惟一 解 x= Kv€ C'A), HEREA ET. K: C"(Q) 
>C (OER ER E= C(Q)A E,-lu€c(n)| JA 
20, - Ae(x)S u(x)sAe (x) HI] dE 4 YE EST, 而且 还 是 
e- 正 的 (参看 [79] 引 理 5.3). 由 定理 1.4 知 , E, Æ Banach 空间 
且 奶 入 算 子 :已 一 已 是 有 界 的 . PR, ATEI v w CEA 
E EZ AR, 而 且 是 严格 增 的 (已 假定 f(x,u) 关 于 在 -YM 
«uscyM 上 是 严格 增 的 ), 并 且 由 (53.19) 式 知 vi, wi, v, w 
€ E,, 由 此 可 知 , 把 算 子 Kf 视 为 映 [vi, w; lC E, A E, 的 算 子 
时 是 全 连续 的 , 而 且 是 强 增 的 (关于 锥 P。= EP,P=|uE€EE 
|u(x)201). 

因 v, 是 下 解 , 由 K 的 定义 并 注意 到 fv, € C (0) 

L(v ~ Kfv,)0, r€Q0; 
um r€23Q0, 

从 而 根据 极 大 值 原理 ( 见 [78] ) 40, vi S Kfu. AE Kfw < 
wi, v2 S Kfv;, Kfw; S w;. 但 由 假定 , wi Æ Kfwi, v, 
Kfv2, 因 此 Kfwi< wi, v; « Kfv;. 根据 定理 5.3 的 系 知 , 算 
T Kf 在 [vi, wj 中 具有 三 个 不 动 点 u;(i =1,2,3), 满足 vus 
uiu; Ku; Sw. 由 此 可 知 (5.20) 式 成 立 . 下 证 fu; € C^ 
(0), (i=1,2,3). 事实 上 , 因 k 映 C(0) 入 Ci'*,4 是 满足 0< 
4<1 的 任何 数 ( 见 [79), {78)), 故 u; = Kfu; € C'(0)C C 
(Q), AMA tu, € C^ (0). 同 此 可 知 u; = Kfu; € C?*^(0), Tli 
且 是 问题 (5.18) 的 解 . 证 完 . 

定理 5.3 讨论 的 是 强 增 算 子 . 下 面 两 个 定理 将 不 假定 算 子 
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是 增 的 . 
设 忆 是 实 Banach 空间 E 中 一 个 锥 ,已 = 1x€ PI Ix, 
WjoP.-ize€Plixi-riP,- Ix€P||ixlrt. #8 P 上 一 
^-3E ff && UE K a (x), BH a: P—[0, + oo) 连续, 并 且 满 足 
a(txz t (1-7 1)y) Zta(x) * (17 2)a(y), 
Vx,y€P, Ox. 
以 下 恒 用 Pla, a, b) HIE | x€ Paar) Eel o1 x HE 
0<a<b. 易 知 P(a,a, b) B FS . 

定理 5.4( 见 [114]) i& ALP,— P, 全 连续 , 且 存 在 P 上 非 
MERZ alz), WE a(x)m|zi(Vx€P). 又 设 存在 0 
<d<a<p 委 c, 满 足 

Ci) Ix|lx€ P(a, a, b), a(x)2als5 O,JEHA4 x € P 
(a, a, b)i}, TUB a(Ax)Da; 

(ii)34 z€ P, 时 恒 有 | Ax d; 

(H) z€ P(a, a, cO HI Ax] >b Bj, EE a (Ax) a. 
BK, A EP, 中 至 少 有 三 个 不 动 点 . 

证 4 U-|z|z€B. Iz] «41, t= |rlr€EP(a,a,c), 
a(r)»al. 显然 (注意 到 
aC) & lel), Ui 5 U: 
是 P, 中 两 个 互 不 相交 的 非 
空 有 界 凸 开 集 (图 3 一 5'2). 
h(i) ACU CU, F 
是 根据 引 理 5.1 知 

i(A, U}, B.) 2 1. 

(5-22) 
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下 证 当 zxEaU: 时 Arzt x. 事实 上 若 有 ro€3 U, W Aro= 
xo W ae(xzo)=a, 且 或 是 roEP(a,a,p), 或 是 | zj| 6. Æ ro 
€ P(a, a, b), 由 条 件 ( i ) 知 a(xo)=a(Axro) P a, HF FB iE 
| x1» 5, Azo[ = [xo] >6, 于 是 由 条 件 ( 六 )( 注 意 到 ze, € P 
(a, xic)) 得 到 w(zo)=a(4ro)>a, 也 矛盾 . 因此 当 xrE€3U， 
Bf, 4zr 天 z, 故 ;4,，U2, 五 ) 有 意义 ， 
取 zoEP(a,a,b), 使 a(zo)>a. 令 
h(t, x)= tzo * (1- t) Ax. 
显然 ,A:[0,1] X U >P, 全 连续 . WRA (to 79)€ [0,1] x2 
Un, f h (19, xo) = zo. Ñ] a (x9) =a. Æ | Azo] >6, 则 由 条 件 
Cil), a CAzo) 7 a 从 而 
a (xo) * a(h (to, xo)) 7 a(tozo * (1— t9) Axo) 
Zi tga(zo) + (1- t9)a( Argo) >a, 
矛盾 ;车 | Azo | co, RU | 
| xol = | zozo + (17 £9) Azo | 
so] zoj +1- to) Azo] 5. 
从 而 zo€ P(a,a,5), 于 是 由 条 件 ( i ) 知 a(Azro)>a, 因 此 
a(x0)=a(tozo+ (1— t9) Aro) 
之 toa(z0o) * (1- t9)a(Axo) 5a, 
也 矛盾 . 由 此 可 知 当 (zt, xz)E[0,1] x3U,s Bf, EE A (t x) 
zj 于 是 由 不 动 点 指数 的 同 伦 不 变性 得 


i(A, Uz, P.) = ilz, Un, P.) - 1. (5-23) 
另外 , 根据 引 理 5.1 895, 可知 
i(A, P., P.) 2 1. (5:24) 


于 是 由 不 动 点 指数 的 可 加 性 , 并 注意 到 (5.22) 一 (5:24) 式 , 得 到 
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i(A, P, \ (U, U U2), P.) 
- i(A, P,, P.) - i(A,U,, B.) - i(A, Uz, P.) 
-1-1-1--1. 
由 此 可 知 ,存在 r EU, x? € U;, rO € P, CUL UU), fi 
Az C -4:0(i121,2,3). 证 完 . 
定理 5.5( 见 [114] ) 设 4: 互 一 P 全 连续 ,并 且 存在 P 上 
3E fik E DILE BR a (x), HE aC) xl (V x€PO. 又 设 存在 


O0<d<La<c, WE 
Ci) Ix|x€ P(a,a, c) a(x) Pals O R34 x € P(a, 


a, Cc) 时 , 恒 有 a(Axr)>a; 
(i) 3% r€ P, it, E$ | Ar]|<d; 
(ii)' 当 xzEB BI Ar| >e nt EH a CAz) E] Arl. 3 
X, A EP, 中 至 少 有 两 个 不 动 点 . | 
证 $ U,-Ix€P.llxl«a|. 和 定理 5.4 一 样 , 可 证 
(5.22) 式 成 立 ,从 而 A EU, 中 具有 不 动 点 zi. 为 证 A EP, 
中 还 有 另 一 不 动 点 , 作 辅助 算 子 B 如 下 : 
Ax, GA r€P,, |Axlc Bt; 
Br = 
. Pa 当 zEB, 1Arl>c 时 . 


显然 , BIRB, AP, 全 连续 . 下 证 B 满足 定理 5.4 的 全 部 条 件 
(R b=c). EM x€ P, tt, [Brh] = Acl «4:34 z€ PCo, 
a,c)B E LAz | cL a(Bx)-aCAx) PS a, XÉT Ax| >c, W 
(注意 到 条 件 ( ^) 
Hu cAr Y. c PE: 
«Gc a (TART) (TE * (1 TTP) 


349 


2pepaOo:(1-pa je 

7A. a(Ax) P pap i larl =a. 
由 此 可 知 B 满足 定理 5.4 的 全 部 条 件 ( 取 5=c). 根据 定理 5.4 
的 证 明 过 程 可 知 , B 具有 不 动 点 z+3€ P.\ (U, UU), XE U, 
- ix|x€P(a,a,c), a(x) Pal. BEKRU,UU; = UU Ū,= 
P,UP(a, a, c) Bt aC) € a. | Ar| >c, 则 必 


“>a(z)=s(Bzi)=a(T 


>an] A fan] r 14l e 
矛盾 . 因此 | Ar |<c, AT Ar; = Br; = x3. 证 完 . 
05.5 将 定理 5.4 和 定理 5.5 应 用 于 二 阶 拟 线性 常 微分 
方程 两 点 边 值 问题 ， 
x+ f(x)=0, 0x «1; 
EP cud 


(5:25) 


可 得 下 面 的 

结论 ” 设 存 在 0<d<a, 满 足 

Ci ) 当 0 委 z 委 2a 时 , F(z) 连 续 且 有 f(x)2:0; 

Cli )34 0c xd 时 , f(x)<24d; 

(ii) 当 asc 2a it, flr) >4a. 

IR, 边 值 问题 (5.25) 至 少 具有 两 个 非 负 解 (属于 C?[0, 
1]); 若 将 条 件 ( i ) 换 为 条 人 御 ; . 

CI )” 当 0 委 z< + off, f(z) 连 续 , f( 2) 20, 并且 

lim £u, 


而 条 件 ( il ) 与 (前) 不 变 , 则 问题 (5*25) 至 少 具有 三 个 非 负 解 ( 属 
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于 C*[0,1]). 
证 众所周知 , 问题 (5.25) 属 于 C^[0, 1] 的 解 等 价 于 积 


方程 
1 
r(z)- |; G(t,s)f(x(s))ds 


属于 C[0,1] 的 解 ,其 中 GCr, S) RES EC: GC, s) 2 minl p, sl, 
即 是 说 , 等 价 于 积分 算 子 
As | BG tz yd: (5-26) 


在 空间 C[0,1] 中 的 不 动 点 . 令 P= jz(t)| z(t)€c[0,1],x 
(1)2201, a(1) 7 min z(t), WR a(r)ÉP E—^TdEf ESI 


VERSES 


泛 函 ,并 且 满 足 a(x) 志 上 zx| (Vx€P). 
RRCD CE) Cli ) EE, 这 时 满足 定理 5.5 的 全 部 


条 件 ( 取 c。=2a). KE A: Pu >P SES JEB Ex [x € Pla, 
a.2a),a(X)>al 关 DB, 当 x EP(a,a,2a) 时 ,有 


a(Az)7 min f Scot ds 


jSt«l 


- folt l PN 
- jh o(s Gn f, G (zs)(x(s))ds 
zd A - 
7 J, f(r(s))ds 之 7 js 4ads = a, 
故 定 理 5.5 的 条 件 ( | ) 满足 . 至 于 条 件 (ii ) 满足 是 显然 的 ， 
因为 当 zEP, 时 ,有 
14z1= max | GU, 7zG))d 


z [ GÜ JAAS Ji sed: 
0 0 
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<f 机 

Hd .€P,HArZz0,TAÉ 
上 1 
sue | c5. sr cone: 


l Lo 
= |? sf(x(s))ds* A |, f(xCs))ds 
| J^ 2 1 (3 


0 
i 1 
1 2 : 
E sfCxCGs))ds + J, sf Gc Gs | 
-L[ siones [ GA, 0roc»as 


1 
-5lA«l. (5:27) 


从 而 aCAz) >z | Az l, BC PECID 满足 ;因此 根据 定理 5.5 


知 A 在 巨 ,. 中 至 少 有 两 个 不 动 点 . 
HEREC)”, Ci), CHWE. 由 条 件 ( i )" 知 存在 0 
«o«2R r>0, E4 x25 c BE f(x)or. $ B= max f(x), 


于 是 
QOxf(r)&oer*g (ORr<+ om). (5:28) 


取 r2 max . 下 证 5.4 的 全 部 条 件 满足 ( 取 5 = 2a c 
=r). 首先 , 当 x € P, Bf, RU CS 28) 式 知 
1az1= | GO) Fz) d= | sfGG»: 
0 0 


EPI. 
-6 


«f. s(o(x (s)) + dssdo Gill + 人) 


«Gr g)«&r, 
从 而 Ar € P,; 因 此 A: P,— P, 全 连续 .前面 已 证 明 jzlzEP 
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(a,a,2a), a(x) Pal $ Hr € P(o, a, 2a) if, B a 
(Ax)>>a, 故 定理 5.4 的 条 件 ( j ) 满 足 . 定理 5.4 的 条 件 ( ji) 
(Bl x€ P, | Ar | « a) Bi Cou. 

显然 , 4 x EP 且 Azr 关 9 时 (5:27) 式 也 成 立 . 从 而 若 
14z1>24, 则 a(Ar)> 广 |Ar|>a, 从 而 定理 5.4 的 条 件 
(出) 也 满足 . 根据 定理 5.4 知 , A TE P, 中 至 少 具有 三 个 不 动 点 . 
证 完 . 


注意 , 在 上 述 结论 中 , 没有 假定 f(z) 是 增 函 数 . 


$6 Hilbert 投影 距离 法 
i P J& Sz Banach 空间 EE 中 一 个 体 锥 . IF x, yE P’, S 
M() «intl | xx&Ayl, n(5 Jo supina 
T X x Xx 

0< m (2 eu( ).ot& n (i cuz p. 

Hilbert 投影 距离 的 定义 为 
(Jt) 
(S8 (119) ~ (121), (165)). 易 知 olx, y) Æ P" 上 的 一 个 拟 距 


BS, 即 满足 
(1)rE€EP'>0(r, 7)=0; 
Cli )z, y€ P=>p(y,7)= px, y); 
A CR T E 
另外 易 知 


(6:1) 


px, y) *In 
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(iV)z, yE P", A90, n 20-p(Àx, uy) * px, y); 

(v )olz, y) -0€x = Ay, $P a 20. 
令 Pl=P' 门 Si, 其 中 Si1= ix|zxz€EE, 上 Vzxl=11. 于 是 由 (V) 
知 (P1,p) 是 一 个 距离 空间 . 

引 理 6.1 设 范 数 关于 P 是 单调 的 ( 即 0< my Dr] 
ly D, JU V x,yEPi, 有 

Ci 9o » (2 eiut )«*o; 

Cile- »]p2067 0? -1). 

证 CB n(5 psu 
调 性 得 


b. euis PP 的 单 
zZ JIl. 即 m [s Jes (5). 


<m] 
CHD m A <m(ž jp 5, 0< z -m (Z )y< 


< 


[mM(¥)-m(E)b ,从 而 根据 范 数 关于 P 的 单调 性 得 
人 的 
ise (24d dell 

«[w(z)-»(2)] iu m{ž) ixi 
«[u(z)-»(z)]-bl 
dz): 
«[w(z)»(z)-: 1] 2264 rsp) 


w 
Cn 
EN 


证 完 . 
引 理 6.2 设 范 数 关于 P 是 单调 的 , 则 ( Pi, p) 是 完备 的 距 
离 空间 ， 

证 Bir, | CPi, fË olan zw) 一 0(m,2oco). 由 引 理 


6.1C i ) 知 M(2 on, m FIIO m—> œ), f£f& c 20, HX 


m 


Q«e'«1, f In Lte <e, 于 是 存在 N, 使 当 n>N,m>N 
时 , 恒 有 


于 是 
(17e )x,&x,&(lte)x, (n>N, m » N). (6-2) 


另 一 方面 ， 由 引 理 6. 1( i ) 知 E Tm 1 一 0， 故 mcr EE, 
[z^ | o1. 在 (6,2) 式 中 令 aco 取 极限 (保持 m 固定 ), 得 
(1-s zz Ste Jtn (m>N). (6*3) 
由 此 可 知 x € P^, JATI x" € P,; HE CO 3) AT 
»n(£-]a-*. M(E) te (m>N), 

MT m>M 时 ,有 

ple", zn) = m| M(E) m (2) emitte 
B o(r'r,)-70 (m>). 证 完 . 

定理 6.1 设 范 数 关于 P 是 单调 的 , A:P"->P" 是 正 p 齐 次 
&j,0« | p| €1(Hl A(Cax) 2 APAx, Vx € P, ADO),3ER A € 
增 的 ( 若 0< pcIS CE -I«p«0). HK, A 在 已 中 必 
具有 惟一 的 不 动 点 z”. 
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证 先 设 0<p<1, 下 证 
pCAx, Ay) & polz, y), Yr, yEeP’. (6-4) 
事实 上 , 由 n[z pesEM(T p 根据 A 是 增 的 和 正 p 齐 次 


的 假定 知 


故 


sas teu [wars (5) 


en[v(z]fe(z]] neo 


HS Aiz=T 和 ET, 则 4i:Pi 一 Pi 并 且 当 x 22d 
A. 
ez Ai) =o ae TET) 


= p( Ax, Ay) & pp( x, y). 
于 是 , A, ÆR P, 入 Pi 的 压缩 映 象 . 根据 引 理 6.2, (Pi, 00 
完备 的 , 从 而 由 压缩 映 象 原理 知 , A 在 Pi 中 具有 惟一 不 动 点 
zi $ x = [Ari |i 2, FUE rE A 在 P 中 惟一 不 动 点 . 
事实 上 , 显然" EP', 并 且 
Ax* = [| Azi | Ar = Ari |P Ari mx 
另外 ,车 y* EP, IE Ay* = y*, MH64) 
plr*,y*)=polAr*, Ay*)Spolz*,y*), 
从 而 olr*,y*)=0, BUG" ay, A20. 于 是 
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r'-Ar'-A(Ay')-AMAy' = My, 


Hbf a-l1,r'-y'. 
再 设 -1<p<0. 对 zy,yEP" ,由 


m (3 pM. 
根据 A 是 减 的 和 正 p 齐 次 的 假定 知 
[ml(E) ] avsazs[ m (i) TA», 


从 而 


plar, Ay [o (2) f(E] 
-C o [w()/» (2)]- Lolo 9. (6*5) 


4 AT p 可 证 A, :PP,, 满 足 
pl(Aiz, Au) &lplo(x, y), Vr, »€ Pi. 

于 是 根据 压缩 映 象 原理 可 知 , A 在 Pi 中 具有 惟一 不 动 点 xi 
令 z'=|Ari]Tzzi, 可 证 xz" 是 A 在 P' 中 的 惟一 不 动 点 .证 
m 

注 1 定理 6.1 中 不 需要 假定 A 是 全 连续 的 . 另外 , 由 于 
使 用 的 是 压缩 映 象 原理 , A 的 不 动 点 x* DET EUR CLE 

例 6.1 将 定理 6.1 应 用 于 下 面 的 非 线性 积分 方程 


g(z)= | (zy)[p(y)]dy， (6*6) 


b 


其 中 G RR'"CBÁÀUÉS FIR, 即 得 下 面 的 
结论 设 0<|p|<1,k(x,y) 在 GxG 上 非 负 连续 , 目 
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f k(x,y)dy>0( 对 任何 c € G); 那 末 , 积 分 方程 (6.6) 在 CG 上 
具有 惟一 的 恒 正 的 连续 解 . 
证 4E-C(G.P-lgle€C(G), e(G)201. 考察 
"T 
Ag) 7 | klz, plg) dy. (6:7) 
Æ e€P' Bm 7 ming(z) 20. 4 M - max gx), Wil 
Agla) 7. | Ges o LeG0]^dy 


mp| kæ, y)dy>0, #0<p<1; 


Lm 


Me | h(x,y)dy>0, 4 -1«5p«0. 

故 Ag€ P'. 因此 A: P'—P'. 显然 4 是 正 p 齐 次 的 ,并 且 当 0 
«p«1Hb A 是 增 的 ,而 当 -1< p<0 时 A ERK. 再 注意 到 
范 数 关 于 p 是 单调 的 , 根据 定理 6.1 即 知 4 在 P 中 具有 惟一 
的 不 动 点 . 证 完 . 

注 2 本 节 内 容 参 看 [119] 及 [120]. 还 可 利用 投影 距离 法 
来 讨论 当 p= -1 时 ,积分 方程 (6'6) 恒 正解 的 存在 惟一 性 , 这 
时 对 核 (x, yy) 的 假定 要 加 强 为 :k(x,y)>0, V(r,y)EGX 
G( 参 看 [121)). 

和 和 本章 内 容 有 关 的 一 些 值得 研究 的 问题 ,参看 [118). 


358 


第 四 音 AYER 


对 于 非 线性 全 连续 算 子 方程 , 常 可 用 拓扑 度 理论 来 研究 它 
的 解 . 但 应 用 上 出 现 的 有 些 非 线性 算 子 不 是 全 连续 的 , 而 是 所 
谓 单调 算 子 ( 映 象 ). 这 时 , 常 可 用 单调 映 象 的 理论 来 研究 这 类 
方程 的 解 . 单调 映 象 理论 是 近 二 十 多 年 发 展 起 来 的 (参看 [124) 
一 [132] ), 是 非 线 性 汉 函 分 析 的 重要 分 支 之 一 , 它 在 非 线 性 偏 微 
分 方程 . 非 线 性 积分 方程 以 及 Banach 空间 微分 方程 等 方面 都 有 
MH. 


$ 1 单调 映 象 的 概念 
设 巨 是 实 Banach ZH), E * Æ E WHAENE. I EE, f 
EE’, iB f, x)7 f(x). 
定义 1.1 ib DCE, WZ TiD—E'". 如 果 满 足 条 件 
(Tr - Ty, z- y)20 Vx, y€D, (1*1) 
则 称 T 是 单调 映 象 ( 算 子 ) . 若 更 设 (1.1) 式 中 的 等 号 仅 当 r= 
y 时 成 立 , 则 称 T 是 严格 单调 映 象 . 
ki € GCEXE'"| f E BR oe E: 
(i7 yas z17 22220, Vlxys yililU xi 31€ G. (0:2) 
于 是 ,显然 , 对 映 象 丁 : D>E*, 它 是 单调 映 象 的 充 要 条 件 是 它 
WER G(T)= |[x,y]|xED,y= Tzr| 是 空间 EExE* 中 的 
单调 集 . 
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注 2 很 明显 ,( )# T:D—E', Ts Do E', d E E 58 
RR, T + Ta DE 4E EE EICUIOS T:D-—-E'X 
4d E.AZO,NIAT:D—E'-dLAGGEME.CIU)X T A 
KY TiD—E',T €ile(Trz,x)20, V x € D. 

Bj1.1 iE f: R'— R! EISE, BD - o< ru X r< +o 
Sfr Sf D GERE, /不 必 连 续 ), 则 f£ 是 单调 映 象 . 事实 
E,(R!)* =R! H 

(SCi) flra), ai 7 22) = (Gr 7 fr) x1 7 222220, 

Vx r?€R!. 
LTR, E FIR R! 是 严格 增 函 数 , 即 - co < zl< zzz< too 
— f(x1) € (zz), 则 是 严格 单调 映 象 . 
例 1.2 Wt HX Hilbert 空间 , A: HH 是 非 扩 张 映 象 ， 


即 
lAz-Ay|llIx-»l, Vx, »€H. 
WIT-I-A:H—H 必 是 单调 映 象 . 事实 上 , 我们 有 
(Tz- Ty, z- y) Ix - »l - CAz - Ay, - y) 
z|x-»l.-lAx-Ayl:]1x- »120, Vx, y€H. 
$1.3 先 简 要 地 介绍 一 下 Sobolev 空间 的 概念 (参看 
(37), (135), (130), (123)). 设 2 ÆR” 中 某 有 界 区 域 . S 
C; (0)7l1oloftQ 内 无 穷 次 连续 可 微 , 且 p RARER 
cal. d s 
2 的 支 集 supppg =F,F= | xzEoO,p(z) 天 01. $ 
LL(Q)= {ply En 上 局 部 可 积 , 即 EO 的 任 一 闭 子 
域 上 均 Lebesgue FJ fH |. 
akel J E 


i 


id D'- DiD- D» = 二 一 一 人 
pe "C Iara ra 
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TSMD mos cens 


a= (aj ra) lal "ai tao tin +a, a; >20. 我 们 使 用 的 是 
广义 ( 弱 ) 微 商 , 即 : 设 w ELLA), Æ veL OE 
a "E a lal 、 
f wz)Peg(z)dz= 1) | wz)g(z)dr， 
Voe€ CFON), (1-3) 


lal y 
则 称 o Eu 的 广义 ( 弱 )a 阶 微 商 :v= Du = 一 < o GER 


DREH Dep(z ) 为 普通 微 商 ). d aa (gp, 

广义 e 阶 微 商 与 普通 微 商 一 致 . 因此 , 广义 微 商 是 普通 微 商 的 

推广 . 设 m REESE Ip + co . 令 
w"^(Q)-|u|uw€L'(0), D'u€ L,(0),1& |a| m], 


在 其 中 引入 范 数 
l 
hulma p= ( 2 AM)? 


Olai 


-(X. Í. «Ga nds Y (1-4) 
可 证 妈 ”…2(Q) 是 可 分 的 Banach 空间 , 称 为 Sobolev 空间 . 
« pX * oo, W^ ( Q)XSJÉ BL CE, 一致 凸 的 . 显然 , C0 T 
W'"^(Q).Cy a) E Ww” ^Ca) miss EEEE A Wo? 
(0), t: Ww”200) 的 一 个 闭 子 空间 . 空间 We CO) 893688 


uii wotá( ESO pois Wig H) = wt 
(0), 它 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 中 内 积 为 
(u,v),— P» JJ: D'u( x): D^v( x)dz, 
Vu,v€ H"(Q). (1:5) 
又 记 H2(0)- We?(Q0), CÆ H"(0)8]— T BT 218. 
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在 空间 Wo: (a) rn, 范 数 
n 
lelas 22], Ioco lar)" (1*6) 
与 按 (1.4) 式 定义 的 范 数 | x 上 1 ,是 等 价 的 . 因此 ,在 Ho (CO) P 
可 取 
(u,v) = Y | rao rroGods, Vu,v€ Ho (Q) 
(1*7) 
EAR, ELPCBERECI-S) SE X BIA Cu, v),,. 
考察 由 下 式 定义 的 伪 Laplace tA T: WE^—W '^(0), 
1 1 
之 yr Vom 
P2 23 1 
(Tu, v)= po | Diu( x) |^ ?Dju(x)* Dio(z)dz， 
Yu, vE Wi^(Q). 
我 们 证 明 T PAARA. 
取 Wi*(Q0) 中 的 等 价 范 数 ( 见 (1.6) 式 ) luli, = 


(X) 10M). 由 Halder 不 等 式 ,有 
[Tu 4s Df Dua) Dw(z) ldz 
< È Daly- 1D, 


< 3 | Diu |)? 5 | ns [7)? 


= (alip) $ | vli s. 
故 对 于 固定 的 u E WECO), Tu 是 Wi2(2) 上 的 线性 连续 泛 
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函 , 即 Tu€ WHP (A), AHE T: WE (O) W "^(Q). 此 


外 .由 上 式 并 注意 到 (Tu, u) = f D [Dude = Y 


| Du è= (dalis), 44 
(Tu- Tv, u - v)=(Tu, u) * (Tv, v)-(Tu, v) 
| - Gv, 2 u]£ 2^ + delr)” 
-Juli db vlr, 
-COvlz 2^ dudo misto 
- (vlt 2^ :Calr, 
-lvlt ]>0 Vu,vE Wi?(N), 
ECT 是 单调 映 象 . 证 完 . | 

单调 映 象 的 概念 , 可 以 推广 到 多 值 映 象 ( 集 值 映 象 ) . 以 下 
用 28 表 空间 E* 的 一 切 子 集 所 成 的 集 . 对 于 多 值 映 象 TIE 
25 , 记 

D(T)9*|x|x€ E, TzxxE OL T HARUR; 

R(T)= ly| € Tz, x€ D( T)! Æ T WIA; 

GOD) 2 |[z,y]|[r, yJ€ EXE" , x€ D(T), € Tx US 
THER . 注意 , 多 值 映 象 T: E 一 2F 的 逆 映 象 了 :一定 存 
E, 它 也 是 多 值 映 象 ; 工 -1;E "22, 它 的 定义 如 下 : 

T iy-Iix|x€E,y€ Txl, Vy€E'. 
在 多 值 映 象 的 范围 内 逆 映 象 一 定 存在 , 这 对 讨论 问题 带 来 许多 
方便 之 处 . 显然 , 单 值 映 象 是 多 值 映 象 的 特例 ( 当 EDT) 
Bf, Tx 由 E* 中 的 一 个 元 素 构成 ). 以 后 , 单 值 映 象 就 简称 为 “ 映 
象 ”. 有 的 作者 , 例如 [130], 把 单 值 映 象 称 为 “ 算 子 ”, 多 值 映 象 
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定义 1.2 对 于 多 值 映 象 T:E>25 (当然 也 包括 单 值 映 


$), 
(i) 如 果 值 域 R(T)=E*, 则 称 工 是 满 射 的 ; 


(站 ) 如 果 工 把 DCT) 中 任何 有 界 集 S 映 成 E* 中 的 有 界 集 
( 即 T(S)= lyly€ Tr, x€ SIEE" PAR). WK T ESR 
的 . 

(HAE x9 € E. 若 存在 zo Œ E PHRSR U (ro), E 
Uls N DIT)ÆØ, H TCU) N DCT))= I ylyE Tz, x€ 
Ulz) NDT) HE E" PER, W T Er 处 是 局 部 有 界 
的 . | 

显然 , ETER, WEEE 中 每 一 点 都 局 部 有 界 ; 但 反之 
不 成 立 . l 

定义 1.3 单调 集合 MCE XxXE*, 如 果 不 是 EExE* 中 任 
何 单调 集合 的 真子 集 , 则 称 集合 M 是 极 大 单调 的 . 多 值 映 象 
T:E->22 叫做 是 单调 的 , 如 果 它 的 图 象 G(T) 是 ExE* 中 的 
单调 集合 ;T 叫做 极 大 单调 的 , 如 果 它 的 图 象 G(T) 是 ExE* 
中 的 极 大 单调 集合 . 

注 3 从 定义 可 知 

( |i) 多 值 映 象 :EE->25 单 润 的 充 要 条 件 是 : S- g x- 
y)20, V x, y€ D(T), f€ Tz, g€ Ty. 

Cil) f ER TIE—2* 是 单调 的 , 则 T 极 大 单调 的 充 
EX€ATRE:I(OK—-g,r—-y)20, V y€ D(T), g€ Ty x€ D(T) 
E f€ Tz. | 

(Ui) ER ERBMHUSÍIERTIE-2E 单调 ( 极 大 单 

364 


MARERE TE 25-25 单调 ( 极 大 单调 ). 
例 1.4 设 f:R!>R! 是 增 函 数 , 且 至 少 在 某 一 点 不 连续 ， 
则 f 是 单调 映 象 ,但 不 是 极 大 单调 的 (把 f 视 为 多 值 映 象 ), 因 
为 f 的 图 象 G(f)= i[x,y]|xER!,y= f(z)| 显 然 是 单调 集 
M-I[x,y]l x € R', f(x -0) ys f(x +0)| 的 真子 集 . 
又 , 按 Tr=[f(x 一 0), f(x * 00g XR] HR T:R! 
一 2* 显然 是 极 大 单调 的 . 
例 1.5 设 互 是 实 Hilbert 空间 . 证明: 多 值 映 象 T: H> 
2" 单调 的 充 要 条 件 是 
|z-y+t+i(f-g)|21zr-yl, 
Vz,yE f€ Tz, g€ Ty, 1>0. | 
证 “必要 性 : 设 T AW, Yz, y€ HL fE Tz, g€ Ty, 1 0, 
" 
lz-y+(f- 9? 
-|z-»P-2:(f-g,:-*Ólf£-7 gV 21x - yl’, 
BIx-ytiG-90I2z1]z- yl. 
充分 性 : 设 上 述 不 等 式 满足 , 则 
G7 z-3)* 107 sl:>0, V :»0. 


4 t>+0 BRR, BIG C Eg, r—-)20, Vx, y€ H, f€ Tz, 
g€ Ty. 证 完 . 

以 下 , 空间 E* 中 元 素 的 ( 强 ) UO SUN fo FUB 
上- 了 1->0), BEARRAK f 一 f( 即 对 任何 FEE" EF 
Cf.) FCF)), 88 * 收敛 记 为 fa f ODHE EE, A f(x) 


—fix)). 
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IR, fuor f fo f fofi E ARI, ffeff. 

定义 1.4 DCE, KR T:D>E*. 

Ci iE ro€ D. # x, € D, r,— 20> Tz, Tao, WIE T 
在 zo 处 是 次 连续 的 (demicontinuous) ;d T YE D 中 每 一 点 都 次 
连续 , 则 称 了 在 也 上 次 连续 . 

(DR x9€ D. f£ &AC E, t1, 50, zot th € D, t,—0— T 
Grot t,A)— Tro, WPK T TE xo 处 是 半 连 续 的 (hemicontinuous ) ; 
ET ED 中 每 一 点 都 半 连 续 , 则 称 T XE D 上 半 连 续 . 

注 4 显然 ,TT 在 zo 处 次 连续 全 T 在 xo FE; T Ero 
处 次 连续 = 人 在 ro 处 局 部 有 界 . 

很 明显 , 次 连续 意 即 从 五 中 强 拓扑 到 E'* 弱 拓 扑 连 续 ; 半 连 
续 意 即 从 E 中 线段 的 强 拓扑 到 已 “中 的 弱 * 拓扑 是 连续 的 . 

引 理 1.1 设 DC E, M% T:D—E",x4€ D. WW T Ezo 
处 次 连续 的 充 要 条 件 是 V x, € D, x, xo, 必 存 在 |zv | 的 子 列 
|, ,使 Tr, — Tz. 

证 必要 性 显然 , 下 证 充分 性 . 设 x, €D, r, > zo 需 证 
Tx,— xo. 用 反 证 法 , 若 Tx, Tro 不 成 立 , 则 存在 FE E**， 
使 Fi(Tz,) 不 收敛 于 Fo( Tro). 于 是 ,存在 eo>0 及 的 | zx, | 
P En p fE 

| Fol Tz, ) - F( Tro) | >e {k=1,2,] 
不 妨 设 | Fol Tan, ) 7 Fol Tro) | >c, (990), eoc < + o0 C08 
则 取 菜子 列 即 可 ). 由 此 , 显然 可 知 Tz, 的 任何 子 列 都 不 可 能 弱 
收敛 于 Tro 此 与 假定 矛盾 . 证 完 . l 

5081.2 ib DJÉE 中 某 线性 集 , 映 象 T:D 一 E* 是 线性 
H, IR, TED 上 次 连续 十 在 D 上 连续 . 
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证 “只 需 证 T 在 零点 0 连续 . 用 反 证 法 . 设 工 在 9 点 处 
不 连续 , 则 必 存 在 eo>0 X x, | CD, x, 0, f| Tz, | 之 eo(n 
= 1,2, e) H 4 Ü = | >， | EJ Zn < xS, 则 ta > T 995 | En | zi 
|<, [2-70. 由 于 工 在 9 处 次 连续 , 故 Te, > TO - 0, ik | Tz,| 有 
界 * 但 | Tz, | z tn | TE, |2eot, + oo, 此 与 | Tz, ERTE . 
证 完 . 

引 理 1.3 设 zEE,z 一 0 廊 EE 1 人 一 +eo. 那 末 ， 
对 于 任意 给 定 的 r >0, VAE xE 巨 (g,)= Ix Ix € E,.]x | 
| 及 子 列 | zn| 与 1 有 ,使 

lim (fn > x, =z) 

证 用 反 证 法 . 若 结论 不 成 立 , 则 存在 ro>0, 使 对 任何 z 
E B(0,ro), 都 存在 常数 cs BECK, n 22206 (n21,2,3-). 
A 


T 


二 一 co， (1*8) 


F,7 lulu € B(6, ro), (frs £n- u)>-k, n215,2, 37]. 


FÆ B(A, ro)= Ü FoX, TA F, 是 闭 集 . 由 于 BCO, ro) 本 
身 是 一 个 完备 的 距离 空间 , 故 它 是 第 二 纲 集 , 从 而 诸 FP, 中 至 少 
有 一 个 ( 设 为 F PERAR, 从 而 存在 y€ E, | yo] «ro R0 
<r< ro- | yo] 8 F, DBC% r). 将 两 式 
(fS, In u) >- ko n=1,2,., Vu€B(yo, r) 
(fs zn +0) 之 ce，n =1,2,…( 这 里 已 记 c=c_，) 
相 加 ,得 
(Ffas 2x, * yo - u)Z c - ko, 
n=1,2,., Vu€B(yysr) (1*9) 


取 no, 使 当 nns 时 | s [<E FÆ, E nno Eo TERI, 
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元 素 u 一 27 十 y0 一 也 必 属 于 B( wo， r), 因此 ， 由 (1'9) 式 知 
(E,v)Ec-k,s VnZnmo I1. (1:10) 


EA 10) FA -v v, 4 
(f, v)Eko-c, VnZno vf. (1:11) 


由 (1 10) 式 与 (1.11) 式 知 | /1 是 有 界 的 ， a 
+ co 矛盾 . EE. 

定理 1.1 设 多 值 映 象 T:E 一 25 E, MR T ED 
(T) 的 每 一 个 内 点 处 是 局 部 有 界 的 . 

证 设 T 在 某 zoE IntD(T)(IntD(T) 表 D(T) 的 内 点 
集 ) 不 是 局 部 有 界 的 '. 不 妨 设 zxo = 9( 因 为 在 平移 Toz = T(x 
+ zo) 下 单调 性 不 变 : V rz, yED(To), f € Tor T(r+ xo0),g 
EToy=T(y+ zxo), 恒 有 (f-g,x-y)=(f-g,(x+xo0)- 
(y+ .ro)) 之 0). 于 是 ,存在 jz | CD(T), x,—0, RA, E. € 
Tz, f | f, | 9 9 oo. 48383138 1.3, 可取->0, 使 巨 (6, rr)CD 
(T), 并 且 存 在 z € BCO, r) 以 及 子 列 | zu | 与 1 所 ,|, 使 (1.8) 式 
成 立 . 根据 T 的 单调 性 ,对 gE Tz, 有 

Gf x, 7 z)>(g, £a 7 z) >- glat lel), 
| i-1,2,, 

其 中 “= sup| x 上 ,此 显然 与 (18) 式 矛盾 . 证 完 ，， 

X AZERE :E25 是 单调 的 , 那 末 , 对 每 个 x E 
IntD(T), Tz REE PHEARS. 

注 5 在 D(TT) 的 边界 点 处 ,多 值 单调 映 象 了 可 能 不 是 局 
部 有 界 的 (参看 [130]) ) . 
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定理 1.2 设 E 是 自 反 的 , DCE, 映 象 丁 ;D 一 E* 是 单调 
的 . IRR, T f£zo € IntD ?EXEZE— T TE xo 处 次 连续 . 

证 设 z,€D,x,>zo, 根 据 定理 1.1 知 , [Tr | 是 E' 中 
HARR. 由 于 EE 是 自 反 的 , 故 E* 也 是 自 反 的 , 存在 子 列 
| Clz,| 及 /EE'*, 使 Tx, 一 f. 根据 工 的 单调 性 ,在 不 等 
ACT, - Ty, z, 一 y) 之 0(yED) 中 令 ;一 c 取 极限 , 得 

(f- Ty,xo- y)20 Vy€D. (1:12) 
A Int D 是 开 集 , 故 对 任何 wEE, 可 取 t 20, 2,0, lE z, = xo 
+u EDn =1,2, 2). E(1:12)55 3 y= z,, (8 
(F7 T(xot tu), u)&0, n=1,2,.; 
4 一 oo 取 极 限 , 注 意 到 T E xo 处 的 半 连 续 性 ,得 
(f- Txos,u)&0, Vu€E. (1:13) 
由 (1.13) 式 根据 的 u 任意 性 ,得 f- Tzo= 0, Hl f= Tro 于 是 
Tr,— Tro. 最 后 ,根据 引 理 1.1 即 知 T 在 zo 处 次 连续 . 证 完 . 

R REBR. MITAR T:E>E*, TEE 上 次 
连续 与 TEE 上 半 连 续 是 等 价 的 ;特别 地 , 对 于 单调 线性 映 象 
TiE—E',T EE EERST TEE 上 次 连续 合 T EE E) 


82 单调 映 象 的 满 射 性 


V 
引 理 2. I(Eberlein ~ Smulian Æ) — i E JÉSE Banach 空 


间 , MCE. 则 下 述 两 结论 等 价 : 
CIOM 是 弱 序 列 紧 的 , 即 对 于 M 中 任何 序列 jz, |, ASTE 
369 


EFI itn | 及 zo€ M, fË r, rs 

(ji )M 是 弱 紧 的 , 即 任何 一 族 弱 开 集 ( 即 弱 闭 集 的 余 集 ) 
| G; EWE UGLO M, 都 必 存在 有 限 个 Gs (i 1,2, N), 
使 U GDM. 

证 证明 见 [40]430 页 定理 V.6:1. 从 略 . 

AR 设 巨 是 自 反 的 , M 是 E 中 一 个 有 界 的 弱 闭 集 . 设 给 
4E A354 [FL (ec o), iii FCM ESCA). 如 果 对 于 
族 i Fs! 中 任何 有 限 个 Fs G 71,2, m) 都 有 0 F; OL HER 
必 有 OF. 

证 用 反 证 法 假定 NFe= 0. S G= E\ Fap W Ge 是 
HFE. 由 于 

MCE=E\ Q, F7 Y, C^ F- U, 6e 


而 由 假定 M 有 界 、 弱 闭 , 知 M 是 弱 序列 紧 的 , 从 而 根据 引 理 
2.151 M 是 弱 紧 的 , 因此 , 存在 有 限 个 Ge (i = 1,2,…, m), fE 


MC Ü Gg = U (EN F;)= E \ a F; (2:1) 
由 此 可 知 , 必 有 由 Fe = ORRE zo€ f) Fs, 则 xo€M， 


zy € EN f] 已 ,此 与 (2.1) 式 矛盾 ), 此 与 假设 矛盾 . 证 完 . 
定理 2.1( 单 调 映 象 的 锐角 原理 ) EHR MA TIE— 

E' 半 连续 ,单调 . 又 设 对 于 某 + >0, 有 
(Tr,x)20, YEIN, (2:2) 
其 中 0,= Iiz|x€E,[x] &ri. BRA Tr = 0 tE OQ, 中 必 


有 解 . 
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证 显然 ,0, 是 E 中 有 界 弱 闭 集 . 对 每 一 个 rE€EE, 令 下, 
2iy[y€ 0, (Tr, x - 3) 201. 很 明显 , F, ARARE F, C 
Q,(Yz€ E). 下 证 ,对 任意 有 限 个 E, s F, ,都 有 ELT 
$. EKE, H EQ € rz ,zw TEE 中 张 成 的 子 空间 , 设 ES 的 
维 数 是 n(nsim).z, oz, 是 Eo 的 一 组 基 . SELER V.: 
Eo >~ Eo WT: 
Vr =(Tz,zi)zit eet (Tr, z)z, VrEE,. (2:3) 
由 假定 了 半 和 连续 , 根据 定理 1.2 的 系 知 T RER, 从 而 V: Eo 
一 Eo 是 连续 映 象 . S N, o= ENR, = lrizx€EE,, Jel <rt. 
我 们 证 明 Vr — 0 在 2,,。 中 必 有 解 . 事实 上 ,车 0€ V (0,0), W 
Brouwer JE deg, ( V, 2,0, 0) =0, 但 显然 deg, (1, Q,,9, 0) = 1, 
因此 ,V 与 1 在 0Q,6。 上 不 同 伦 ,从 而 存在 zoEa0,0 及 0< t< 


l-z 
l, 使 to Vrot (1- to) xo = 0， Bp Vro = — Soto, 59 7 n 4 0, 
0 


DET 


(Txo, z;)g t7 + (Tra, z,)z,7 — sgxg.. (2:4) 
用 Tro 作用 两 端 , 并 注意 到 ( Txro, ro) 疡 0( 因 为 04€ 20,49 
{2,), 得 

(Tro, z1)? i + (Tro, 2) = — sol Tro, ro)s0 

由 此 可 知 ( Tro, zz )=0(7=1,2,…, n), Ai, 88 (2: 40 ro 
=0, 此 与 roEaD.o( zol = 7) JB . 于 是 证 明了 Vx=0 在 
0 中 必 有 解 z 7. 故 (Tr zz)=00=12,…7) .由 于 
| z, lE Eo 的 基 , 故 (Tzr ,xz)=0 对 一 切 z € Eo。 成立 ,特别 地 
(Tr xi)=00G=12 (Try rz )=0, 于 是 注意 到 T 


的 单调 性 , 得 
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(Tran -rz )-9(Im;-dr'x-r)20 (i2L2,;5,m), 
Bitz'€F,G 712, m) f) F, #0 BE. 
于 是 ,根据 引 理 2. 1 的 系 知 DF ZO. Yy'€ DF. V 
Ry ED. 下 证 Ty* 20. 事实 上 ,对 一 切 rEE, WE 
(Tr, x- y*)>0. (2-5) 
对 任何 h € E, HC t, 20, 6, 0,3048 (2: SRP r= y" th, 
得 
(T(y’ F áhA),h)Z20, n=1,2,.…; (2:6) 
在 (2.6) 式 中 令 n 一 % 取 极限 ,注意 到 工 的 半 连 续 性 , IRCTy", 
h)20. 再 根据 h 的 任意 性 , 即 得 Ty" = 0. WE. 
定理 2.2(Minty - Browder) it E KR, R$ T:E—E" 
半 连 续 .单调 . 又 设 T 是 强制 的 , 即 满足 
Er — (253) 


lard 
那 末 , 了 必 满 射 , 即 T(E) = E*. 
证 EAEE REO: 7) 式 ,可 取 x > 0 充分 大 ,使 
在 E 中 球面 |x1l= r EER 


Gi - fa) > lal [EEP iple c.» 


考察 映 象 Tr = Tr - f, Yr E E, RA T:E 一 E*, 也 是 半 
连续 的 ,单调 的 . 于 是 , 对 映 象 T, SR A, = {rlzr € E,l|zxl< 
| 应 用 定理 2.1( 注 意 (2: 8) 式 ), 即 知 存在 rz" E R, E Tr" - 
f= 0, 即 Tx”= f. But nTAn, TRI. 
X — WHJÉXHibert 空间 , T:H — H SEE | E018] RA 
《 即 满足 (2 . 7) 30, JU T SST, BI TCH) = H. 
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EIB2.308 GBA) BEHR, MZ T:E >E PE 
8k. 有 旦 满足 强 单调 条 件 ; 
(Tr - Ty, x - y) > allr- y- |r-yl. 
Vzx,y€E, (2 - 9) 
其 中 a(0) = 0,a(t) 2 0(V 2 20); lim a(z)= +0, 
AD, T 是 满 射 的 , 而 且 是 一 一 对 应 的 ( 即 对 任何 AE E*， 
方程 Tx = 了 EE 中 具有 惟一 解 ). 
证 同 于 第 二 章 定理 1.15 的 证 明 ( 引 用 上 述 定理 2.2), 从 
WE. 
| 系 1 在 定理 2.3 的 条 件 下 , 若 更 设 映 象 了 :下 一 巨 " 是 连 
续 的 , ERE a(z) 在 0<:<+oo 上 是 连续 的 , 那 末 , TEE SE" 
ROBA IR] BRA AR. 
证 同 于 第 二 章 定理 1.15 的 系 的 证 明 , 从 略 . 
X2 REBR, RA T:E>E 连续 , 且 存 在 常数 c>0, 使 
(Tr- Ty z-y)2e|lx-»l], Vx,y€E, — (2:10) 
那 末 , 人 是 五 与 E* 之 间 的 同 胚 映 象 ， 
证 在 系 1 中 取 aC) c 即 获 证 . 
系 3 REBR, ME TT;E 一 E* 在 EE 中 每 一 点 Fréchet 
可 微 , 且 存 在 常数 c>0, 使 
(T'(x)h, h)Zc] h^, Vxr,hEE, (2:11) 
IR, T EE 5SE'IIRÉUBBSERA . 
iE T Fréchet EJ HZ ES 工 连续 .又 ,对 x, y € E, XK 
数 p(:)=(T(y+ti(z-y)),z=~y) 应 用 中 值 公式 并 注意 (2， 
11) 式 知 . 
(Tr-Ty,r-y)=¢(1)- g(0) 7 e'(0) 


-(T'(yt6(rx-yD(x-y)^x-y) 
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Zeo|lx- yl. 0<0<1, 
故 (2:10) 式 满足 . 于 是 , 由 系 2 即 获 证 . 
注 1 定理 2.2 与 定理 2.3 显然 是 第 二 章 定 理 1.14 与 定 
38 1.15 在 无 穷 维 空间 (特别 地 , Hilbert 空间 ) 的 推广 .Minty 一 
Browder 定理 (定理 2.2) 是 单调 算 子 的 基本 定理 之 一 , CRAI 


多 应 用 ， 
定理 2.4 设 定理 2.3 的 条 件 满足 ,并 且 函 数 a(1) 在 0<t 

< + co 上 连续 . NR T EHA SRE: T= gradf( 即 存在 
ZK f:E 一 R!, EE 中 每 一 点 均 具 有 有 界线 性 的 Gâteaux f 
分 , 且 f'(x)9 Tz, yxzEEE), 那 末 (j)Tr=b 在 巨 中 具有 惧 
—fr';Clf(r)fE E PETR, S d = inff Cx), W fir 
-d,f(x)2f(x'),V xx Cil ):E £, C E fË lim f(z,) = 
4 (BD x, 是 极 小 化 序列 ), BREA |x,- x * | m 0( nme). 

“证 (1) 由 定理 2.3 推出 . TEC) SC). WR 20, f 
UH >R HEK alt)>2| Tol. 于 是 ,根据 第 一 章 公 式 (3.95) 
M: YEE, E > 


ee | (T6. à: 
-" | cron - To, iz)dt + (T8, x) 
1 1 
>| Laotbzpedbelace (T9, z) 
0 


Shalif aala Dar -ITD —— Q2 
FÆ, “|r| >2R 时 ,有 
fG) - f(0) 2 al (J ba - Erot) 


374 


sil [Jet robes - Tol) = o 

而 当 | e| 2R 时 ,由 (2.12) 式 ,有 

fG) - f(0)2 - lxh E Tel z - 281 T6] . 
由 此 可 知 

f(x) 2 f(0) -2R| T6| = cons. V x€E, 
因此 , f(x) 有 下 界 . d inff Gr) P cL € E WE lim f 
(zx,)= d. FüE|x, | EKI), BD lim, fe,- n| 20. 事实 
上 , 若 不 然 , 则 存在 so>0 X x, LP [ns | 43 n» | E 

| (2.13) 

由 于 a(t) 在 0<1< + co 上 连续 , (1) 20, VE 20, FH. a(t) 
一 + co(t 一 +oco), 故 ro= to 现 取 ip EH i> io HT 


EA 


E )<d t E0r0， f(zm) & d + Tceoro. 


T 


as [pn 


eee 
我 们 有 (对 于 x, y€ E) 
rode) bet?) 
*3l DOR j| )] 
"Ras 


dd: zc 
ET 50s sd 


) cy 
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Abe ZO ud cun 2d 
t | 2i 


ox wrr 
>t f allr -yD lx- yld 
-tjr yl f Ge yh)a. 
在 此 式 中 令 X7, )y— Tn, ,并 注意 到 (2.13) 式 ， 得 


EN a qM 


3 a(t 


Tn, 3x Tm, | )dt 


X E Em, 


)dt 


4 £0 | rodt 7 Treor, (i=1,2, Ur 
此 式 显然 与 (2.14) 式 矛盾 . 由 此 可 知 [s | 是 基本 列 . RIE E 


的 完备 性 知 ,存在 t EE, 使 |z, n" n0 (m). 我 们 有 
Fan) = f) | CTGT eG m e Dos dt 


-fGtys [erit ei ne etas Yi 
"o 

2G | alame" Din n? la 
+(Tz Qu. cu) 
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之 f(r )+(Tr’ ,rr ), n=1,2,.. 
两 端 令 n co 取 极 限 ,得 almfr'.8Bfxt)-d. Bl FE 
x “达到 最 小 值 . 考察 函数 g(1)= fr! 8 th). 由 于 g(t) 在 1 
=0 时 达到 极 (小 ) 值 ,又 因为 
[Gr 8) HE) DEAA], 


p (0) = lim 
故 由 e (0)-05 D[f(x* )h120, VR € E. EEF Sf Er” 
处 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 , 故 必 有 f r')0. m F 
(x )= 了 TY“, 知 Tr*=09. 易 知 f(x)>f(r*)=4d, Vx". 
事实 上 ,和 若 有 xoa VE fex) — d, M f£ TE xo 处 也 达到 极 小 
值 ,从 而 有 Tzro= 了 (xo)=9. 于 是 方程 Tx =0 在 PELA 
两 个 解 ,此 与 结论 ( i ) 了 矛盾 . 证 完 ; 

812.1 设 0 为 RN(N>2) 中 有 界 锥 形 区 域 (参看 (135]). 
考察 二 阶 半 线 性 椭圆 型 算 子 的 Dirichlet 问题 : 
[—-Au=f(x,u), rEN; 

u |n =0. 
结论 ECÓDf(x,u)(x€Q, -oo«u« * oo)i 
Caratheodory 条 件 , 并 且 对 于 固定 的 zxE2, f(x, u)3& u 的 减 
函数 , 即 u< us 时 恒 有 f(x, wi) 之 f(x, uz); (Ñ) FEOS 


N*2 
N-2 


(2:15) 


| Gr u)] Sax) * b| ul*, a(z)€ L2x (0), b>0. (2:16) 
IK, Dirichlet 问题 (2.15) 在 空间 HA) PRAMS X a 
(Bu Cr );3£ E. HAA) ERE ER 

eG)» | |4 Dulz)-Dulz)- FG, ul) dz (2:17) 

a | 
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GEP FG) = [^ A(z,v)dw) 有 下 界 ;车 u (a) EHE 
lim g(u,(r)) -d— inf eCGuGr)), 


uD E Hi 


则 必 有 | Uru [i20 
证 ”提醒 一 下 (参看 [94] ), 所 请 ulr) E€ HR) ÆA. 
15) 的 广义 解 ( 亦 称 弱 解 ), 是 指 u(x) 满 足 
ñ IDu( x)! Do(x) 7 f(x, u(x))v(x) ‘dx =0, 


Vv(r)€ Co(N). (2.18) 
这 里 D= [5 : ? ) Du- Dv = Y 22 2n 其 中 都 是 
ar,’ E Ary ? ze à, Og, X A 


Sobolev 意义 下 的 广义 微 商 (参看 例 1.3). 易 知 , 若 ulr) Etri 
EI «€ cCO) 1 C CO) Bil iE (2: 15)), WE i i (2-18) 
式 , 即 必 是 广义 解 . 故 广义 解 是 古典 解 的 推广 . 
e alu, v)= | [Du: Dv- f(x, u)v]dx, 

a 

Yu, vE Hi(Q). (2:19) 
先 证 a (u, v) H EXC. SE Ho CO) P, 可 把 范 数 与 内 积 取 成 
(参看 例 1.3) 


bul, = (| pu: Dudz}* = |J, p» (25) Jar ， 


二 了 


du du 
Dr Or 2 


(u,v) = f, Du Doaz = | > 


H N >2, E BE ERA xg FB Cf n, 见 [94)、{135]), W'2 (0) 7 
L(A), 故 w， v€L2x.(0), 且 存 在 常数 .>0, 使 


js 入 cj Vu€EW (a). (2.20) 
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由 (2.16) 式 知 , Hemskună 算 子 fu (x) =fr, u (r)) BR 
av (0) 连续 有 界 , 由 此 可 知 , 积分 ] Fits 2» 


N«*2 


L2N. (0) L 
vdr 存在 (VY u, vE Hi(0)), 因 此 a(u,w) 有 意义 ,并 且 Vu,v 


€ H2), E 
KG od leas Foo Italy oes 
«Gwuliaite | fx | zn ) vllo. (2:21) 


N+2 
故 对 固定 的 u EHI(Q),a(u,*) 是 HC ERA R REZ eK, 
因此 ,根据 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 Riesz 表示 定理 , 存在 
惟一 的 wE HiO), fi 
alu, v)=(w, v), Vv€HiOQ). (2:22) 
^ Tu = w, WRR T: Ho(Q)— H9 CQ), H | 
a(u,v) (Tu,v), Vu, v€ HiCQ). (2:23) 
由 于 C?(0) 在 HUO PRAE, it SE AR u € Hi(Q) 是 (2.15) 的 
广义 解 , 当 且 仅 当 Tu = 0. 因此 ,需要 证 明 Tu — 0 EH) P 
具有 惟一 的 解 . 我 们 验证 定理 2.4 的 全 部 条 件 满足 . 
先 验证 T 的 连续 性 . 设 上 4 一 w|i 2 一 0Cu,u€ Hi(0)). 
于 是 ,由 (2.20) 式 知 上 -wu| 2,0. E (2:200 3 220 S, 
并 注意 到 f 的 连续 性 , 得 
| Tu, - Tul, ,= sup (Tu, - Tu, v) 


Lelga” 


Sap [aC v) a Cu, v)] 


< sup [|f oc rores 
wa .7l 


十 


| 


j. [fGr;u,) - f(x, u)])vdr 
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m SB MILD A 


+ es tal PE 2N x] 
&|»u,- "Eum 


(n9). 
故 工 的 连续 性 获 证 . 再 证 T 是 强 单调 的 . 事实 上 ,利用 fr, 
zx ) 是 关于 u 的 减 函数 知 : 对 于 u, vE HAA), A 
(Tu- Tv, u-v)j|-a(u,u-v)-a(v,u- v) 


- | {Dlu- wv):D(u—w)-[flr,u) -f(x, v)l(u- v)ldz 


> | D(u- v)-DG -vdr = |u- vli. 
由 此 可 知 , (2.9) 式 满足 , 其 中 a (0) = 上 是 连续 函数 . 于 是 , 根 
据 定理 2.3 知 方程 Tx = 20 在 到 (2) 中 具有 惟一 解 x*. 
下 面 证 明 下 是 泛 函 (2.17) 式 的 梯度 : 工 =gradp. 首先 ,对 
u€ IC2),2(x) 有 意义 ,这 是 因为 


—Du:Du* f(x,0u)u " 


<+, ET 
对 于 uAC€Hi(Q) 有 
q(uth)- wu) - CTu, h) 


S 


- | luF(x,uth)- F(x,u)- f(x,u)hldx 


FDCu +h) DUu +A) - 3Du:Du - Du: Dh dx 


=} | Dh: Dhás - Í. lf(r;u*0* h) - f(x,u)lAdz, 
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其 中 0 委 0 (xz) 声 1, 由 此 ,注意 到 (2.20) 式 以 及 算 子 f 的 连续 
性 , 知 


Rf eot gu) (Tuh) | 


1 1 " . 
snl 2 lahat If(uto h) 


-tulan Ia las, 


去 二 | 大 | elu 07 A) - ful a0, 
38 [A [270 Bf. 
SX p Eu 处 Fréchet JAE. o/(u) ^ Tu, Bl T= grado. TE, 
根据 定理 2.4, 所 述 结论 全 部 获 证 . 证 完 . 
注 2 若 更 设 0 是 上 型 区 域 ( 参 看 [135] ), 对 任何 R20, f 
(x,u)f QX[-R, R].EX-T x,u 满足 Lipschitz & 1t, # E. 


(2.16) 式 中 的 aC) Q 上 有 界 ,0<o< T, 3X, Dirichlet 


问题 (2.15) 在 空间 HY (Q0) b 6 XR u 必 是 古典 解 (实际 上 ， 
u 属于 某 C?**(),0<a<1 参 看 [8] ). 于 是 , 这 时 , Dirichlet 问 
题 (2'15) 的 古典 解 存 在 惟一 . 
例 2.2 Ra ÆR 中 有 界 锥 形 区 域 . 现 考察 一 般 的 2m 
阶 (m 之 1) 散 度 型 微分 算 子 
Au= P», (~-Di°l:DA,(zr,u,, D"u), (2-24) 


Klal! S m 


其 中 函数 A, Gc, u.s, ww) IE Caratheodory 条 件 , 即 对 几乎 所 
有 的 rEN, A. XTu., w(u,, wC€R)3EZ, 且 对 每 一 组 
us, w, ÅA, RF ÆN 上 可 测 . 设 V 是 H*() 的 一 个 闭 子 


空间 , 满足 HY (Q)C VCH"(Q). 显然 ,V 是 一 个 Hilbert 空 
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[gl . 
X FELAN). WIRE u € V, 使 得 
]; 22 Asi u, *, D'u)D'vdz = 上 dr， 
Vv€ V, (2-25) 
则 称 u 是 方程 hx = 了 对 应 于 子 空间 V 的 边 值 问题 的 广义 解 
( 弱 解 )( 参 看 [129] [130] ) 
结论 设 (i ) 存 在 + 宇 0 上 的 非 负 连续 函数 g(r), 使 
lA Cr, u,7 » D | goo, Ne» p» pl ei] 
Vu€V, 0<la T (2:26) 
Cl ) 存 在 <>0, 使 
p3 I, [A (x, w,7, D'u) - A(z, v, =, D"v)] 


Sp ey We Vu,v€ V. (2:27) 
这 里 的 范 数 | |,,,, 是 指 按 (1.4) 式 ( 令 ,p =2) 定 义 的 范 数 . 那 
R HPE SELAN), HE Au = f 对 应 于 子 空间 V 的 边 值 
间 题 的 广义 解 存在 惟一 . 
证 令 
aus v) | ON) Alz, us, D'u)D'vdz, 


Doszia ism 


Vu,v€ V. 
TRE (2:26) X, 利用 Helder FER, 易 知 alu, wv) 有 意义 ,并且 
lalu, v) &gGul, lvl, (2:28) 
其 中 g1(x) 是 r 之 0 上 的 某 非 负 连续 函数 . 于 是 , 对 固定 的 “6E 
V alu, Æ V EWA RREZ K, 从 而 存在 惟一 的 w EV， 


使 
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a(u,v)-7(w,v),, Vv€V, 
其 中 (…')， 是 按 (1.S5) 式 定义 的 内 积 . $ Tu = w, WRZ T: 
V—= V, HWE 
a(u,v)-7(Tu,v),, Vv€ V. (2-29) 
f££8 FELN), in (fo v) = | fede. VoCcCV. 由 于 
A DS PADRE oke, SA, E 


YvEÉ V, 
KC, oE V EWA RREK, KI, 存在 惟一 的 wE V, 使 
(f, v)-(w;,v),, Vv€V. (2-30) 


由 于 (225) 式 即 是 a(w,v)=《f,v)，VYV vEV, 故 根据 (2.29) 
式 与 (2.23) 式 即 知 : (2:25) RRES Tu = wr. 如 果 证 明了 T 
是 半 连 续 的 强 单调 映 象 , 那 末 , 根据 定理 2.3 ^0 T W T 
(V)=V), 而 且 是 一 一 对 应 的 ,因此 ,满足 Tu = wj( 对 于 固定 
的 fEL2(Q) 的 uw€V 存在 惟一 ,方程 Au — 了 对 应 于 V 的 边 
值 问 题 的 广义 解 存 在 惟一 , 从 而 所 述 结论 获 证 , 下面 只 须 证 明 
工 半 连续 、 强 单调 . 

先 证 了 次 连续 (从 而 半 连 续 ). i un u € Vi] us - uL, 
一 0. 于 是 | wl, | 有 界 ,从 而 根据 (2.26) 式 易 知 

I; | A. Cr, u,, 77, D"u,) | dr a = const, 


VOxila|sm. (2:31) 
由 于 jw n], 2 一 0, 故 存在 Lus LITE ns] 8 
D'u, D'u, b.b. FA, VOSJļalSKm. (2:32) 
再 根据 A, 函数 满足 Caratheodory 条 件 , 知 
ACE, tp ttt Du, )9 A Gr us Dau), 
383 


p.p. FQ, VOxlalszm. 


(2:33) 


E h ELA), IA WE oC 0, ER (2:31)34 5 (2:33) X 


及 实 变 函数 论 中 的 Fatou 引 理 , 有 


| NE 
n 


< (| | A. Ge, Un S D"u,) - A.(x, us Dau) dz) 
n 


t 
2 


: (f ihlas} <2va(] 1r laz) QVR-L2,e 


tol 


(2-34) 


. 由 (2.33) 式 与 (2.34) 式 , 利用 实 变 函 数论 中 的 Vitali 定理 , 知 
| A, (X, un rns Du, )hda | A,Cr, u,*7, D'u)hdz, 
0 k k n : 


(k-99), VOxilalxim. 
由 此 可 知 


alun» v)>a(u, v), (kœ), Y vE V, 


即 (Tw , v), (Tu, v),, VvE VRE, Tu, `Tu. F 


是 ,根据 引 理 1.1 知 工 次 连续 . 


至 于 了 的 强 单调 性 , 可 直接 从 (2.29) 式 与 (2'27) 式 得 出 : 
(Tu - Tu, u- v), ^ ( Tu,.u- v), - (Tv, u - v),, 


-a(u,u—-v)-a(v,u-— v) 


oS ]: [A (x, zy Du) - AL(x, v, 7, D"v)] 


osas 
*D'(u — v)dx 
>clu- vl,» Vuv€V. 
证 完 


例 2.3 考察 Hammerstein 积分 方程 
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uG)- | &G)MfGsuG)dy, — Q:35) 


其 中 G 是 RN 中 某 可 测 集 ,0< mesG« * o. 
结论 设 (1)&(z,y) 是 对 称 核 , 且 线性 积分 算 子 


Ku(z)= | k(x, y)uly)dy (2.36) 
ü 
(Ri [ tC) ud) u(y)drdy>0 


Vu(r)EL(G) 


(但 不 假定 K 全 连续 ). 
Cil )fCr,u)(r€ G, —-o»«u« + o) lE Caratheodory 
条 件 , 并 满足 
Za) 存 在 2>0 及 alzr)EL?(G), 使 


| féz,u)]&a(x)tblul, V x€G p.p.,- «uc 
+o HR f(x, wu) 满足 下 面 两 条 件 6) 与 6 ) 之 一 : 

b)f, (x, u)SM = const, Vr€ G p.p., 7 Ou<t+ 
o,HmnMc«IKI'^' 

b ) 对 于 x€G p.p., f(x, wu) 是 的 减 函数 , 即 f(x, ui) 
Zf(x,uj,V 9» uj uy X + o RER fı (x, u) TEE). 
那 未 方程 (2'35) 在 L2(G) 中 具有 惟一 解 . 

证 首先 , 由 假定 知 K:L2(G)->Lz(G) 是 单调 算 子 , 从 而 
根据 定理 1.1 知 K 在 L(G) 中 每 个 点 处 都 是 局 部 有 界 的 ,注意 
到 K 是 线性 的 , 知 K 有 界 , 从 而 连续 ;再 注意 到 kl, y) 是 对 称 
核 , 即 知 K JR BIJESESET, 而 且 是 非 负 算 子 . 将 方程 
(2:35) '8 78 

u = Kfu, (2:37) 
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其 中 f 是 Heneikuul 算 子 :fu = f(x, u(x)). 由 条 件 a) 5I, f: 
L(G) 一 L(G) 连 续 、 有 界 . 用 KIK K 的 正平 方 根 ( 它 也 是 
BR L(G) 入 上 L(G) 的 非 负 算 子 ). 我 们 证 明 ; 方 程 (2.37) 在 工 ， 
(G) 中 具有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 方程 

u- KitKJu (2-38) 
fk LAGHA. 事实 上 , 若 方 程 (2.38) 在 L(G) 中 具有 


MES u", U ut = K3fK3w*, 从 而 Kiw* = KfKiwu*, 故 
v' = KJu' EL(G) 是 方程 (2.37) 的 解 , 现 设 v, ETEO 
37) 在 L(G) 中 的 任 一 解 , 即 v. — Kfu., AM Kifv, = K? 
fKfv,, 故 u, = K3fu, 是 方程 (2.38) 在 L(G) 中 的 解 . 根据 
方程 (2.38) 解 的 惟一 性 ,得 w= ut LATE v Ku" =K? 
u, 7 Kfv, = v,. 故 方程 (2.37) 在 L,(G) 中 的 解 存在 惟一 ; 反 
之 , 若 方程 (2.37) 在 L(G) 中 具有 惟一 解 v,, 前面 已 述 ,这 时 
u. = KK3fv ,是 方程 (238) 在 L(G) 中 的 解 . 现 设 u 是 方程 
(2.38) 在 L(G) 中 任 一 解 ,这 时 o" = K? u" 是 方程 (2.37) 在 
L2(G) 中 的 解 .根据 惟一 性 假定 知 v* =v., AT u" = K2fK3 
u^ = Kifv" = wu,, 故 方程 (2.38) 在 L,(G) 中 的 解 存在 惟一 . 

TÆ, 只 需 证 明 方程 (2:38) 在 上,(G) 中 存在 惟一 的 解 ,这 
又 相当 于 方程 Tx = 9 在 L,(G) 中 具有 惟一 解 ,其 中 荆 = 了- 
KH. 显然 :L(G)~L,(G) 连 续 , 故 根据 定理 2.3, RE 
证 明 工 是 强 单调 即 可 . 对 于 u, vE L(G), RIE 

(dh pere a IIR ot KK? ue) 
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- Ju- vl GK34- tKiv, K3u- Kv). (2-39) 
当 条 件 5) 满 足 时 , 有 
(€K? u -fKiv,K3u - K3v) = | [f(x, Ku Gr) 
G 


— f(z, Erga) -Kaot ddp 
= [Ge EGDUK «GO - KSvGO dz 
«M [, [EE EIU 
- MOKSI du v? MIKI Du - vl, 
其 中 Kiula) Sel) EK vlr). 于 是 ,再 注意 到 (2.39) 式 ,得 
(Tu- Tv, u- v)Z(1- M: JKIDlI« - 9 F^. 
1- MIKI»0, 
故 工 是 强 单调 的 . 
当 条 件 b ) 满 足 时 , 有 
[f(x, K3u(x)) - f(x, K3o(x))] 
[K3u(2) - K20(x)]&0, p-p- 
故 有 
| [fGx, K3u(x)) -f(x, K2o(2))] 
[Kiu(z)- X? v(2)]dzst0; 


于 是 , 再 注意 到 (2.39) 式 ,得 
(Tu- Tv u-v)Zlu- wl, 
AOT 也 是 强 单调 的 . 证 完 . 
注 3 可 以 举 出 一 些 具 体 的 函数 f(x, 4) 来 ,例如 ( 设 


mesG « +œ) 
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flx, u) * aCx)sina + bu, 
其 中 a(x) 在 G ERN, Espla(z)] *»&«IKI "8 5 
Ed a)5 b), TE HER 
f(x, u)- a(x) - bus 
其 中 a(x)€ L(G), 5 20, RER a) 5 b^). 


$3. 多 值 极 大 单调 映 象 的 满 射 性 
引 理 3.1 Xi T: E E ' SEXES ERR, U T 必 是 极 大 单调 
的 . 
证 设 xEE,fEE*, 使 
(f- Ty, x-y)20, V y€E. (3*1) 
需 证 f= Tr. BRIERE . 若 fA Tr, WFE zE E, E- Tr, 
z) 天 0. 不 失 一 般 性 , n3 ( f£ — Tx, 2) >0( WE PA -z 4z B 
可 ). EG DAP, K y= y, m t tz, (50, 48 (f£ — Ty, 2) «0. 
4 ! 一 +0, 注 意 T FER, 得 (三 - Tx, 2) 0, IE (f - 
Tz, z)>0 FA . 证 完 . 
定义 3.1 设 E 是 实 Banach 空间 . 如 果 对 于 任何 x, y € 
E, lal = 1 yl = 1, xy, #4 
-i)rtiy|<1, VOo«r«i, (3-2) 
则 称 E 是 严格 凸 的 . 条 件 (3.2) 的 几何 意义 是 :下 中 单位 球面 
上 的 弦 , 除 两 个 端点 外 ,都 在 单位 球 的 内 部 . 
易 知 , 空间 R”",L,(1<<p< + %) 及 实 Hilbert 空间 都 是 严 
fi i, 而 空间 L 和 连续 函数 空间 C 不 是 严格 凸 的 . 
引 理 3.2 ”下 述 三 个 结论 是 互相 等 价 的 . 
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CIO E 是 严格 西 的 ; 

(ji) 任何 fFEE*,f 关 0, 在 EE 的 单位 球面 上 都 至 多 有 一 点 
达到 其 最 大 值 , 即 : 若 z1, €E, Jal leli E z1)= 
Cf, z31)7 sup Cf, x), WUA zı = z2; 


(H), yEE, lzl=lyi=1, xy 
证 Ci)(CH H8 z 2€ E, |z = fz51, 22 
WO z1) = (F, z2)= sup Cx) 7 Ifi, REGHEG 0c (1H 


lard 


工 十 了 
epe 


CF (17 22,9 t) - (07 Oo z) t tCfo z,)= | fM. 
由 此 ,注意 到 | f| >0, 8]-7 02 * mz, b5CI YT. 
(ii)-» Cl) 8 x, y EE, Ixl 9 |y|=1,x 关 y, 使 


s |>: nje =1. 根据 Hahn - Banach 定理 , 存在 f 


EE AI=L 使 (2 了 = [ez] - mc oc 

y)=2. BAC, x) E fl End m1, CA «Ip db» =1, 故 

G.x)7 Gy) 19 Efl sap z) ES CI)TIR ， 
Cii) Ci) z, y€ E, Ixl - Iyl t, x6 y. 于 是 ,由 


( 放 ) 知 |z+ y|<2, 当 二 和 :<1 时 ,我 们 有 
Ia -0ztt:yl210-009*Q:-0»l 
«ü-0]x*yl*Qr-01IyI«20-0*-Qr-D21; 


当 0<z< 方 时 ,又 有 
[GDzt+etl=1G=-2z)z+t(z+y) 
«(1-2:01]xl t tdbx t yl €(QG-2:0 52:7 1. 

BC I OL. 证 完 . 
引 理 3.3(Asplund) Ù E HR, E PEKA | rl, EPE 
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数 为 | | = sup (f, r). 则 必 存 在 E PS |l ffrB xx 
Lois fl /lo sup 《所 xz) 是 "中 与 17| 等 价 的 范 数 , 并且 
E 按 范 数 | lo 是 严格 凸 的 ,E" RERS 是 严格 四 的 . 

证 证明 见 [136]( 亦 参见 [130] ) . 

定义 3.2 dX E E SX Banach 空间 .对 xEE, 今 

Jr= {1f|fEE',(f,z)= Ix PIFI, (3:3) 

则 J:E—2* 是 多 值 映 象 ./ 称 为 EE 的 正规 对 偶 映 象 . 

易 知 , (| )D(J)-E;S3 E,0€JO. 当 x 关 9 时 ,由 Hahn 
- Banach 定理 , 知 存在 f/j€ E', lfl = 1, 使 得 (fo, x) |l. 
于 是 ,显然 f= x|fo€Ejz. 

Cli )J 是 奇 的 :J(--x)= -J(x), YrEE=D(J). 

(HOJ 是 正章 次 的 :J (Ax)=Azx, VADO, x € E; 


(iv)7J 是 有 界 的 . 
引 理 3.4 Æ E’ ERGA, 则 J 是 单 值 映 象 , 即 J :下 一 


证 设 f€EJrx,gE€Jx, 要 证 f=g. 我 们 有 

(aslre PIA, G2 Ix? - Pal. 
可 设 fv50,gz AE S=, N r-0, Am g-0:iRZ.KAg- 
0 也 可 得 f= 0). 于 是 


Ea Izl = — 


达到 其 在 E* 中 的 单位 球面 ih|h€E*， juri mE. 
由 于 E! 是 严格 凸 的 , 故 根据 引 理 3.2 STAT 7 TÉT fal £l 
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lel. E f=g. 证 完 . 
注 1 在 引 理 3.4 的 情况 下 ,有 
(Jx, x)= | zl 9I, Vx€E. 

5183.5 Wt EJÉBXIM.JEH E TIE" 都 是 严格 凸 的 , 则 
RR J:E>E* 是 严格 单调 的 、 次 连续 的 ,并且 R(J)=E*,J 
使 下 与 E “一 一 对 应 . 

证 对 xz,yEE, 有 

Ux-Jy,xr-y)7 Ur, x) - x, 327 Uy, x) + Oy, y) 

-zOzxlb-IEb?^€EIbxl-3l-0x» 


+ Ul yl 7 GO», 221. (3:4) 
由 于 
i IET TE 
(Jy, x) &| Jl Vx] 9 Hel Eds 


Bg (3-4) X43 (3-5) XR Ue — Jy, z- y)20: EC - Jy, x 
-y)=0, FHE x — y. 这 时 ,由 (3"4) 式 与 (3.5) 式 知 

Izl-1»l, Cz,y)=(y,7x)=|zl:lyl. (3-6) 
显然 可 设 |z| = |y. 我 们 有 


(Jz, Hp) e Mal rl= (Jz, zr). 
故 Jz EE 的 单位 球面 上 于 点 全 与 全 处 均 达到 最 大 值 , 从 


而 , 注意 到 E 是 严格 凸 的 ,Ty『 = 信和 ;由 此 再 注意 到 (36) 式 ，， 
f$ x — y.J 的 严格 单调 性 获 证 . 

由 于 了 严格 单调 , 故 r, yE 巨 ,z 天 yy 人 Jr 天 J. Fd RO) 
=E". 任 给 /EE"*, 下 面 证 明 必 有 xEE, 使 Jx = f. 事实 上 ， 


可 设 f 关 0( 因 Jo-80). B] E KE, ik tH Hahn — Banach 定理 , 存 
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在 zEE=E**,|z|=1, 使 (f,z)=1fl. 令 xz=1flz, 则 (/， 
x)=} Fls lazh. BI Jr f. FERO) E" BE . 

最 后 证 明 J 是 次 连续 的 . 设 x, CE, 3, >EE. 由 于 
|Jx, | 有 界 , 根 据 E* 的 自 反 性 知 , 存在 子 列 Je, ^ f€ E" . H 
于 

|o lat, dm = Ox nm GP x. 
故 | x]?=(f,xz), 从 而 |z1 志 1 |; 另 一 方面 ， 
| f| lim |J2s, Py 
Bx] = 上 fi. 由 此 可 知 , Jz = f. 于 是 ,根据 引 理 1.1 即 知 了 次 
连续 . 证 完 . 

注 2 当 巨 是 实 Hilbert 空间 时 , 显然 J=T( 恒 等 算 子 ), 故 
正规 对 偶 映 象 了 是 Hilbert 空间 中 的 恒 等 算 子 在 一 般 Banach 空 
间 中 的 推广 , 它 在 多 值 极 大 单调 映 象 满 射 性 的 讨论 中 起 着 重要 
的 工具 作用 . 

定义 3.3 设 多 值 映 象 T:E->25 , 设 D(T)XR . 

r€ DOD), ll xl — +œ 


CHE 
perte xp 
则 称 T 是 强制 的 ; 


(BEREE. 若 存在 >>0, 使 


(f-h,z)20, Vx€D(T), Ixlor. f€ Tz, (3:8) 


则 称 T 关于 h 是 强制 的 
我 们 证 明 : 若 工 是 强制 的 , 则 工 关 于 任何 i#EE* 都 是 强制 


的 . 事实 上 , 令 
cz)= int. FY (3*9) 


EI 


= lim 
P 
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MODRA c(z) 9 699,34 x € DC T). lx] € % 时 .于 是 ， 
对 任 给 的 hEE”*, 有 

(f—-h, xr)=(f,x)-(h, 3)2€e (3) - IA D: Ml. 
由 此 可 知 ,存在 r>0, 使 当 z€D(T), 上 Drl 宇 r BI, CA 一角， 
zx)>0. 证 完 . 

注 3 很 明显 , 多 值 映 象 的 强制 概念 ( 即 (3.7) 式 ), 是 单 值 
映 象 强制 概念 ( 即 (2.7) 式 ) 的 直接 推广 ， 

下 面 三 个 引 理 ( 引 理 3.6 一 3.8) 是 要 建立 Debrunner - Flor 
不 等 式 , 它 是 多 值 单调 映 象 理论 中 十 分 重要 的 一 个 不 等 式 , 后 面 
的 主要 满 射 性 定理 (定理 3-1 与 定理 3"2) 都 是 以 它 作 为 基础 的 . 

引 理 3.6(Debrunner - Flor) 设 K 是 E PAR, GCK 
xE'H G 是 单调 集 . 又 设 P:K 一 E* 是 连续 映 象 ,EE*. 
TE, VA u EK 存在 ,使 

(f*Pu-h,x-u)20 V[x,f]€G. (3-10) 

证 ERE A-OCSW,DUEE Pix = Pr- h RE PH 
可 ). 用 反 证 法 . 假定 无 uE K 使 (3.10) 式 成 立 , 则 对 任何 “ 
EK, IFTE x,, f,1€ G, E SCA, * Pu, x, - u) «0. Hi PH 
连续 性 知 , 存在 xr, 20, 使 

(fitPy, xs-y)<0, Vy€K, |y-ul<r,. (3.11) 
令 

N(ze f= |y|yEK, Jy-ul<r,! 

FË, N(z f) Æ K 中 (相对 ) 开 集 , 且 天 = YN C Eus fa). 由 


K 的 紧 性 知 , 存在 有 限 个 EK(i=1,2,…,n), 使 K= ÜN 


(Eus fu). È 
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nc» ly- uls rs 

ai(y)= (3.12) 
Ue» uhar, 

显然 ,ai:E 一 [0, r, ] 连 续 ,并 且 ( 1) 当 yE K 时 ,有 ai(y) >0 

CHIEN Gif. st ii E y € K 都 必 属于 某 个 N(x fuis 

于 是 , 对 每 个 yEK, 均 有 a(y)= J, ai(y)>0. HF K %, H 


a(y) 在 上 连续 , 故 a(y) 在 K 上 有 最 小 值 ， Hmim(y)>0. 


4 


BiCy)- ME y€K,i-1,2,'',n. 


FÆ B KLO 1148, $) (0-2 1 B &G0206y€N 
Gr, fu) 定义 两 个 映 象 p 与 g 如 下 : 


n n 


p(y)= 2j Box, q(y)= D Bl(y)f,, VyEK. 


i- 


显然 , p:K>E ÆR, q: K>E* ER. HF r, CK, H KÆR 
集 , 故 p(K)CK. 于 是 ,根据 Schauder 不 动 点 定理 ( 见 第 二 章 
定理 3.2 系 1) 知 ,存在 yo € KL f p(yo)= yo. 
另 一 方面 ,考察 (yE K) 
k(y)=(g(y)+ Py, p(y)—y) 
三 b2 BiCY) B Cy) Cf, * Py, x, — y) 

其 中 

&G)7 DB PS + Py, n, 7 9), 
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kaly) = 2) BIB (fs + Py, xu 7 y) 
+ (fu t Py, x, — y)]. 


当 B, Cy) 7-0 时 , 必 有 B, (y) 20, ATi y € N(x ,fu), 注 意 到 (3 
ADRA, Cf, Py, x, 7 y)<0. 另 外 ,显然 至 少 有 某 B (y) 50 


(因为 2 BG). 由 此 可 知 
ki(y)<0, VyEK. (3:14) 
L, H &G)8 00 EG). y ENCE fa) NN Cu, 
£2, AT 
(fu + Py, x, 7 3) X0, Cf, * Py, x, 7 3) 0; 
再 根据 集 G 的 单调 性 , CAL - fu u - 2,220, 我们 得 到 
(Fu t Py, x, 7 y) t (Fu + Py, x, 7 y) 
= (fu + Py, x, - y) t (fu + Py, £u y) 
RU NEED E 
由 此 可 知 ， 
ka(y)<0, Vy€K. (3:15) 
E (3-13), (3-14) 9 (3: 15) HEX, 4 k(y)<0 V y€ Ki Ib SEA 
fll &( yo) 72 Ca (yo) + Pyo, P Cyo) 7 yo) — 0 HFE . 证 完 . 
引 理 3.7( 有 限 维 空间 的 Debrunner - Flor FÆR) WE 
是 有 限 维 空间 , C 是 EE 中 一 个 无 界 凸 闭 集 . 设 多 值 映 象 了 :下 一 
25 是 单调 的 , 且 EDICT) 由 C,0€ TO. NARR P.C—E" 
是 连续 的 , 并且 关 于 某 hE E* 是 强制 的 . 那 末 , 必 存 在 xEC 


NBO, r), f& 
(f*Pu-h,r-u)20, V[z,f]€ G(T), x€C, (3:16) 
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Km BG, r)72 Ix| x € E. Ixl rl, r ÆRE FRE: 
(Pr-h,r)»50, Vx€C, |xlZr. (3:17) 
证 可 设 产 =0( 否 则 ,以 Pix = Px- h RP BIE). 对 任 
fi 520,5 K,-1xlx€C,lx]sst W Kk, & E HAR, H 
0€ K,CC. Hi T|k & T EK, 上 的 限制 ， 于 是 , 根据 引 理 3.6 


知 ,存在 u, € K,, 使 
(f+ Pu, x- u,) 20 viz, f]EG(Tİk). (3:18) 


^ D, = lulu€ K, (f+ Pu, x- u)>0, V[z f1€ GCT I) | , W 
D, 是 E PERRE, € D). 对 任何 u ED, A 
(f+ Pu, z-u)>0, V[x,f]€ GCT|k), (3:19) 
即 
(Pu, u)S(f+ Pu, zx)-(f,u), Ylex, f1€ GCE I). 
(3:20) 
在 (3.20) 式 中 取 x = 6, f=0( 因 为 9€ TO, tk[0,0]€ G 
(T [x )), 得 (Pu,u) 二 0. 根据 (317) 式 知 | zx| < r. 于 是 有 
DCCNB(0,7r), Ys>0. (3-21) 
Woresse B s +o, MIB G2) B D, DD, 2 


D, …, 再 注意 到 D, 都 是 非 空 的 紧 集 , 即 知 N D, 7 0. W uE 


f D, ,此 u MEER. 由 (3.21) 式 知 «€ CNB(0,r). 任 给 
[x,f]€ G(T), z€ C. BUE n 很 大 ,使 1]zj 委 > 于 是 [Lz, f] 
€ GCT lk ), 从 而 由 (3*19) 式 知 

(f+ Pu,x-—u)z0. 
证 完 . 
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引 理 3.8( 一 般 空 间 的 Debrunner- Flor 不 等 式 ) 1 E Æ 
自 反 空 间 , C 是 E 中 一 个 凸 闭 集 , 使 得 对 五 中 的 某 有 限 维 子 空 
H Fo $ CN Fo 是 无 界 的 . 设 多 值 映 象 T: 已-~~22 是 单调 的 ， 
H 9€D(T)(1C,0€ 79. 又 设 映 象 P:C 一 五 "是 单调 的 \ 次 连 
续 的 \ 有 界 的 ,并 且 关 于 某 AEE* 是 强制 的 . 那 末 , 必 有 weE C 
(1 BC0, r) f£ e, fil 

(fF*Pu-h,x-u)20, V[x, f]€ G(T), x€C, (3:22) 
其 中 是 满足 (3'17) 式 的 正 数 . 

证 可 设 G(T]c) 是 CxE'* 中 的 极 大 单调 集合 ((T|c 表 
TEC 上 的 限制 ), 即 若 单调 集 G 满足 G(TIc)CGCCxE*， 
则 必 有 G(T|c) = G. 事实 上 ,考察 集 S= 1G|G(T|c)CGC 
CXE',G 是 单调 集 |, 按 集合 的 包含 关系 S 成 一 半 序 集 . 显 
然 , S 的 任 一 全 序 子 集 So 在 S 中 都 有 上 界 Go = Y G. 于 是 ， 
根据 Zorn 引 理 (例如 , 见 [137] ) 知 , S 至 少 具 有 一 个 极 大 元 Gl， 
显然 G(TIc)CG1, 且 G1 是 Cx 巨 "中 的 极 大 单调 集 . FLI 


映 象 Ti:E->25 如 下 : 

Flir, PE G1], BEDAE FEE" lr, f]E€ Gi; 
Dos JEE”, fix, f]€G;. 

显然 T,RSGOHEM,HJÉTICBISER, D(T))CC,D(OTil = 
D(Ti), G(Ti| 9) GUT) =G GTi] JE CX E^ PH 
极 大 单调 集合 .又 EDOTDJmnC=D(T) ,ETIO0. 若 对 
Ti. 我们 能 证 明 , 存在 un € CTYÓ BCO, r), fil 

(ftPu-h,x-u)20, V[x, fJ€ G(T)) 
(注意 , [x, £]€ GCT) RR x € C), RR, 注意 到 GCT,)2G 
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1 之 一 


( 工 |c), 知 (3.22) 式 必 成 立 . 综 上 所 述 ,我们 可 设 GCT | 48 C 
x EE* 中 的 极 大 单调 集合 . 
另外 , 可 设 h = 60( 否 则 ,以 Piz= Pz 一 hh P BRT). i F 
EE 的 满足 FD Fo 的 任 一 有 限 维 子 空间 . 考察 嵌入 映 象 六 :下 
—E(Hl jpx = x, V r€ F), HEMRA jp E 一 "(显然 ,对 
fEE*,jFEf= fir, 即 /在 F 上 的 限制 ). $ 
Te=jFTip:F>27 , Pp-jRPjiCÓF-—F' 
B r, yEF, frE Tre, gr € Try, Bl fe — jefa gp jeg, 其中/ 
€ Tz,g€ Ty, ik 
(fr- ge x-y)"Grz(f-ghr-y) 
-(f-g,je(x-y))-(f-g,x- y)Z0, 
故 Tr 是 单调 的 ; 且 0€ DCTE)YQ0 CCCÓU F) GE DCTR) - D 
(T) F),0€ T90. 又 显然 Pr 次 连续 . 由 于 FF* 是 有 限 维 的 ， 
在 其 中 弱 收 敛 与 强 收敛 一 致 , 故 Pr 是 连续 的 . 由 (3.17) 式 ,有 


(EX h-0) 
(Pz,r)50, Vr€C, |x|Zr. (3-23) 


M rECNF, lzl|>r 时 ,有 
(Prz, x)= GgPxr,r)-7(Pzr,jpr)—- (Pr, x)>0, 

故 Pr 关于 9 是 强制 的 . 于 是 ,根据 引 理 3.7 90, 存在 wp € (C 
介 F) 间 B(0,7), 使 

(fr + Prup, x - ug) Z0, V[x,fr)€ GCTp), rECNME, 
Bp 

(f+ Pup, x- up) 20, V[x,f]€ G(T), rECNF. (3:24) 
ES 

Ve= |[u, Pullu€E CÓ BC, r), (f+ Pu, x- 4)20, 
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V[z.fK)€G(T), xecnF|. 
则 Vr 非 空 ([ up, Pup1€ Vg). 由 假定 P 有 界 , 故 存在 R P0, 使 


Pu€B'(0,R), VuECNB(O,r). (3-25) 
其 中 B'(6,R)-|f| f€E' ,.| IRI. TĒ, 
VERCB(0,r)XB'(0,R), VFOF,. (3:26) 


S VF 表 VF XEZIBEXE''HSSPI&, BT B(06,r) xB' 


(0, R) 是 ExE* 中 弱 闭 集 , 故 
VFCB(6,r)xXB'(06,R), VFOF,F 有 限 维 ). (3:27) 


下 证 , 诸 VY 具有 有 限 交 性 质 , 即 对 任意 有 限 个 VE (i = 1, 2， 
US n)(S FO. BA  VESSO. PEE, S Fac lzlz= 
sitet ay n€ Fici,s2)l. W FL EARE, Fo 
CÙ RCF, 显然, (| V.D V... 由 前 已 证 ,对 任何 FD 
Fo, Ve 都 非 空 , 故 Ve,,, 关 ,从 而 Ve ve 0, 当然 更 有 


À VE. 
由 于 EE 与 E’ 都 是 自 反 的 , 故 B(0,r) x B'(06, RORÉ EX 
E "中 弱 序 列 紧 集 , 根 据 引 理 2.1 知 , B(0,r) X B' (09,R) 是 弱 
紧 集 , 注意 到 (3.27) 式 及 诸 VE (FO Fo) 具 有 有 限 交 性 质 , 得 知 
(参看 引 理 2.1 的 系 的 证 明 )， A VES O.H 
[u,g]E A VE. ; (3-28) 
下 证 此 & MEZER. 首先 ,对 任何 FO Fo TETE[u,, Pu,1€ Ve 
(n= 二 1,2,…), 使 u,—u,Pu,—g. 因 w, ECNMNB(O,r), CAB 
(0,r) 是 凸 闭 集 , 从 而 是 弱 闭 的 ( 见 [40]422 页 定理 13), 因此 u 


ECABO, r). RINER, YFEL zo, f0] EG(T), xo€ C( 即 
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[ro fol€ GCT |c)), fi 
(g,xo) + (fo, xo - u) &(g, u). (3-29) 


事实 上 , EPA DR, 则 
(-g-f,u-z)»50, Vix, f]€ GCT|c). (3:30) 
注意 到 GIT CREE CxE* 中 极 大 单调 集合 , 并且 [u, - 
gl€ CXxE',BlAll[u, ~ g]€ G(TIc). 再 在 (3.30) 式 中 取 > 
-u,f--g,íü&(-gtg,u—-u)20. 此 式 显然 不 能 成 立 , 故 
必 存 在 [zo, fo)GCT), x9 € C, fE (3:200 SE. ， 
现在 证 明 (3'22) 式 成 立 . 任 给 [zi f1]€ G(T), 1 € C. 
我 们 需 证 
(fi * Pu, zı- u)Z50. (3:31) 
将 x 与 ro 添加 入 Fo 所 张 成 的 子 空间 记 为 Fu. 显然 FQ 是 有 
限 维 的 , 且 FCF, xoE CN Fi, rE CAF. 由 (3'28) 式 知 
[u,g1€ VE, MAMAE u, Puh] E Ve ,使 u >u, Put? 
一 g. FÆ, uP €cnBt(,r), 
(f+ Pu, r-u), Yir, fJEG(T), rzEcnR (3:32) 
特别 有 
(fot Pu, x —u()20, n-1,2,3,--. (3.33) 
亦 即 
(Pu C) , u(D) c (fo, xo - u(D) + CPU), xo), n71,2,3,-- 
4 n>% 两 端 取 上 极限 ,并 注意 到 (3.29) 式 ,得 
lim (Pui, u$) fo, xo 7 u) +(g, ro) (gu), 
从 而 
lim (Pu, us) ~ u)<0. (3:34) 
Hp P 的 单调 性 知 (Pu, uP — u) « (Puh, uP - u), dk dB 
400 


(3:34) f 
lim (Put, ut? — 4) 20. (3:35) 
4 z,-(1- t)u * tz, 0€«t «1. H u, xi€ C, C lh, E zu € C; 
由 三 的 单调 性 知 
(Put? — Pz,, uP — 2,)220, 
即 
t(PuP, u~ x1) >(Pz,, uP-utt(u- zi) 
- (Pup, ut (1) ~ u), 
两 端 令 "一 co 取 极 限 ( 注 意 到 (3.35) 式 ), 然后 约 去 t, (8 
(g,u —x)i)D(Pg,u-zQi) VO«t«l, 
在 此 式 中 再 令 :一 +0 取 极 限 ,并 注意 到 P 的 次 连续 性 ,得 
(g,u— xi) Z(Pu, u- x1). (3-36) 
另 一 方面 ,根据 (3.32) 式 知 l 
(fi + Pu, x, - n (29)20, 
即 
Cfi xi 7 ud) Pa, wh u)+ (Pu? , u- zi), 
两 端 令 ”co 取 极 限 , 并 注意 到 (3.35) 式 及 (3'36) 式 , 得 
| (fis xi u)2«(g, u-xj))2(Pu,u-zx), 
故 
Cf, * Pu, zi- 42220. 
即 (3.31) 式 成 立 . 证 完 . | 
定理 3.1 REAR, SERR T E25 极 大 单调 , 且 0 
€D(T). 又 设 映 象 P:E->E* 是 单调 的 , 半 连 续 的 有 界 的 , 并 
且 是 强制 的 . SER, 多 值 映 象 T P 必 满 射 , 即 R(TT+ P)= 
E'. 
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证 由 定理 1.2 的 系 知己 是 次 连续 的 . 任 给 EE*, 则 P 
关于 有 是 强制 的 . 利用 引 理 3.8( 取 那里 的 C — E), 存在 uE 
E, 使 

(f*Pu-h,x-u)20, V[x,f]€ G(T). 

再 根据 T 的 极 大 单调 性 , [un h- Pu1€ GT), Ru € D 
(T), h- Pu€ Tu, Aij A€ (T^ P)u; BRE A C E" 的 任意 
性 , 即 知 R(T-P)-E', ET ^ P 满 射 .证 完 、 

例 3.1 考察 抽象 Hammerstein 方程 

(I+ KF)zr=y. (3:37) 

设 瑟 是 自 反 的 , 上映 象 K:E* >E 是 线性 的 .单调 的 , 映 象 FE 
>E” 是 单调 的 、 半 连续 的 \ 有 界 的 ,并 且 对 任何 给 定 的 xo € E, 
wR Fiz = 下 (z+ zro) (E, Fi: E>E*) 是 强制 的 . IKR, X 
任何 yEE, 方 程 (3.37) 在 EE 中 有 和 解 . 

证 方程 (3.37) 即 


KFr2»-z, 
亦 即 Fr € K "!(y- x), 也 就 是 
E 9€ Fx - K !(y- x). (3:38) 
作 代 换 == 工 ->y( 注 意 , yE€E 是 给 定 的 ), 则 方程 (3.38) 变 为 
0€ (F, * T)z, (3:39) 


HEH Fiz-F(zty),Tz--K !l(-z). 显然 , Fl: 下 一 已 * 是 
单调 的 、 半 连续 的 , 有 界 的 , 并 由 假定 知 Fi 还 是 强制 的 . 根据 
4EJE 1.1 知 , K TEE" 中 的 每 一 点 都 局 部 有 界 , 注意 到 K 是 线 
性 的 , 知 KER, 从 而 连续 . 再 由 引 理 3.1 知 , K 是 极 大 单调 
的 ,从 而 KK-!: E>25 是 极 大 单调 的 . 注意 到 K 是 线性 的 , 易 


知 
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Tz = —-K-i(-z)=K!z, 
故 T:E>2E 是 极 大 单调 的 . 另外, 显然 0E D(T)( 因 Kb = 
0). 于 是 根据 定理 3.1 知 Fj+ 工 满 射 ,从 而 方程 (3.39) 在 E 中 
有 人 解 . 证 完 . 
特别 地 , 考察 Hammerstein 积分 方程 
«G)* | Haye Onasa. 3x40) 
G 

其 中 GÆR 中 可 测 集 , p 是 正 的 偶数 , 设 线 性 积分 算 子 


KuCr) 7 | k(x) u(y)dy 
W L(G) 入 L(G) (a7 721) EEEIEI, 即 内 积 
(Ku,u)= | | Ge) u Gi) u(y)dzdy>0, 


Vu(z)€L,CG). 
我 们 证 明 : 对 任何 vlr) € L,CG), 27 E (3: 400 DAR u 
(Gx)€ L,CG) . 方程 (3.40) 可 写成 (3.37) 的 形式 : 
(I+ KF)u= v, . (3:41) 
其 中 Fu(z)= wu? (x). 根据 第 一 章 定理 1.1 一 定理 1.3 知 ， 
HeMprmgaii 算 子 正 上映 瑟 =L(G) 入 巨 *“=L(G), 而 且 是 连续 
的 , 有 界 的 . 由 于 p -1 是正 的 奇数 , 故 对 任何 实数 a, b, VA 
(a?! - 5? ')(a - 0)20, 
因此 
(Fu- Fo, u-v)- |. [ur Co) eu (zr)j:[u(z) 
-v(x)]dzZ0, V u(x),v(GX)€ L,CG), 


故 下 是 单调 算 子 . 下 证 ,对 任何 u(x)€ L,CG), AF Fiu(x) 
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2 F(u(x) * uo(7x))=[u(x)+ ugCx)]^7 ! 是 强制 的 . EEE, 


(Fiu, u)_ (Cu + ug)? , u) 
P PR 
(Qut ug)? ut ug) (Qut ug)? ^, ug) 
i lul, lul, 
>l“ tu? dO 710: wol, 


u ilp u |p 


etel? Dutue]7 fuo, 
SLE TT, 


lul, - 2] wol 
muta eub 
Mu l, — + off. 
故 Fi 是 强制 的 . REDA, E LGA LOHRA 
T K 是 单调 的 . 于 是 ,根据 上 述 关 于 抽象 Hammerstein 方程 的 
结论 知 , 对 任何 v€ L(G), 方 程 (3.41) 都 有 解 u € L(G). 

利用 定理 3.1, 可 证 下 面 的 有 关 多 值 映 象 满 射 性 的 主要 定 
理 . 

定理 3.2(Browder) i E B. 设 多 值 映 射 T: 瑟 一 2 
是 极 大 单调 的 ,并且 是 强制 的 , 那 末 T 必 满 射 . 

证 由 于 将 EE 的 范 数 与 E* 的 范 数 换 成 等 价 范 数 时 , 并 不 
影响 了 的 极 大 单调 性 与 强制 性 , 因此 ,根据 引 理 3.3, 可 假定 E 
和 EE* 都 是 严格 凸 的 . 另外, 我们 只 需 证 明 ER(T) 即 可 . 这 
是 因为 , 对 于 任何 hE€E*, 可 考虑 Tix = Tr 一 ,这 时 T, E> 
25 也 是 极 大 单调 的 ,而且 是 强制 的 , 并且 hE R(T) 相 当 于 0€ 
R(T). 

取 zxoED(T), 并 考察 多 值 映 象 Tor=T(r tro). 显然 ， 
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To: E>2® 也 是 极 大 单调 的 ,并 且 0€ D(To). Re, 20, e, > 
0. 根据 引 理 3.5 知 , 正规 对 偶 映 象 J: EE " 是 严格 单调 的 、 次 
连续 的 ,并 且 显 然 是 有 界 的 (因为 iJz| = 上 xl, VE E)E H 
HAAJ, x)= hrl, YxEE). 利用 定理 3.1 知 , Tot e,J 
满 射 , 从 而 存在 wu,,E€ D(To), 使 9€ (Tote,J)u,(n=1,2, 
e), RFE pE Tou, 9 T(u * x9), fi 
f,*te,Ju, 70 (n-1,2,3-). (3:42) 
于 是 ， 
0 = (fas un + xo) * eL (Ju, u,) * (Ju,, x9)] 
ZG Un + z0) +E, ( | unf? lIun he izol) 


= (fas un + xo) + €n | unh unl- trol), 
n=1,2,3, = (3-43) 


HERAn BER. 事实 上 , 若 存在 子 列 jw, 上 使 
]e d * un, + rof fun -zol 一 + ,从 而 ,由 工 
的 强制 性 知 , 当 i RIKUH (Sns un, + zo)>0, 故 i 充分 大 
时 , 必 有 

(fos un + zo) + es | USES 
此 与 (3.43) 式 矛盾 . THE] AR. H EKEREN, 
H | un | 的 子 列 | tn |, E un u EE. 


由 了 的 单调 性 , 有 
(g 7 fury un 7x9)20, Vly 1€ GCT), 


k&-1,2,, (3:44) 
另外 , AR Jun | = dus | UE RUE, 由 (3.42) 式 知 , | f, ] 0. 于 
是 ,在 (3.44) 式 中 令 &->co 取 极限 ,得 


- [xp >0， 
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(g,y-u-x9)20, Vly,gJ€ GCT). 
再 根据 T 的 极 大 单调 性 ,得 知 [w + x,0)€ GUT), B) v5u+ 
XxoED(T) 且 9€ To. B O€ R(T). 证 完 . 

注 4 定理 2.2 可 以 从 定理 3.2 直接 推出 , 这 是 因为 ,根据 
引 理 3.1 知 , 半 和 连续 单调 的 陕 象 :EE 一 EE* 必 是 极 大 单调 的 . 
例 3.2 设 fiR!'—R! 是 增 函 数 ( 不 要 求 达 续 ). Xit 
lim f(x)= too im f(x)= 一 oo 
按 Tr=[f(x-0), f(x+0)] 
定义 的 多 值 映 象 T; RI->28 ， 
显然 是 极 大 单调 的 , 而 且 是 强 
制 的 . 从 图 形 上 看 , 它 显 然 是 
满 射 的 , 即 R(T) = R! (图 

4-3-1). 

还 可 以 给 出 多 值 极 大 单调 
映 象 满 射 的 充分 必要 条 件 . 

定理 3.3 设 EE 自 反 ,多 值 映 象 TT:E 一 2F 是 极 大 单调 
的 . 则 工 满 射 的 充分 必要 条 件 是 T E E* 的 每 一 点 处 都 是 局 
部 有 界 的 . 

证 必要 性 : 设 T W, U D(T !)) -R(OT)-E', AM 
IntD(T )-E'. 注意 到 T^! Bj SEE, HAEE 1-1, 即 知 
T 在 E* 中 每 一 点 处 都 是 局 部 有 界 的 . 
充分 性 : 设 T WE EE“ 的 每 一 点 处 都 局 部 有 界 . 要 证 R(T) = 
EE* .由 于 R(T) 关 @, 我 们 只 需 证 明 R(T) 是 "中 既 开 又 闭 
的 集 即 可 . 

先 证 R(T) 是 E“ 中 团 集 . 设 fER(T), f f€E'. F 
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图 4-3-1 


是 ,存在 r, ED(T), 使 f, € Tr, (n=1,2,3,…). 由 假定 知 ， 
T :在 局 部 有 界 . 故 |z, | 是 E 中 有 界 集 , TU TRIE E 的 自 
反 性 ,存在 子 列 z, 一 zEE. 由 了 的 单调 性 知 

GG, ~ gx, 7)20, Vl», g]1€ GCT), i71,2,3, 
在 此 式 中 令 i 一 % 取 极限 , 得 

(f-g,x-)20, Vl», gl€ G(T); 
于 是 ,根据 T 的 极 大 单调 性 , 知 ZCD(T)H/€ Tx. 故 f€ 
R(T), 即 R(T) 是 E* 中 闭 集 . 

再 证 R(T) 是 E* PFR. R fh € R(T), 于 是 存在 to 
ED(T), 使 PE Tro. 由 假定 , T TERR fo 处 局 部 有 界 , 故 存 
在 +>0, 使 

T (UCf, r NDT) =| r| z€ DC), FE fE Tr, fl 

£7 flr] 
是 EE 中 有 界 集 , 这 里 + 邻 域 U(fo,r)= |fEE*||f-fol< 


ri- 下 证 Ufo, TOCRCT). 事实 上 , 任 给 g C Ul, T2, 


le - ld. 取 e, 20, e, 0, 利用 定理 3.1 知 To+ e, J W 
射 , 这 里 Toz = T(x + ro); FÆ, FE u, € E, WẸ u, + zoE 
D(T)H g€ T(uo* xo) * €,Ju,, 从 而 ,存在 g, € T(u, * x9), 


使 
gy t e, Jun g (n=1,2,3,.…). (3.45) 


由 工 的 单调 性 , 知 (g, — fos w+ zo 一 zo) 之 0, 即 (注意 (3.45) 式 ) 
(g— fo, u,) Ze, Qu,, tin) = e, | un |7, 
由 此 知 
elelzlz-fAl«7. (n=1,2,3,.…)  G49 
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BH (3:45): 5 (3-46) 5, X Al 

FR AEEMIM LEES PM, e. 

(n=1,2,3,.…) (3:47) 

T8 35 (3: 47) RE (3: 460) X, (8 

lg, - folla. el * le - fol&r. 
从 而 u, * x$€ T-UUDCÉ, r) DOT!) (n=1,2,3,.). 
根据 上 述 , Ju, + ro] E E PERE, AM ul ER. 根据 
(3.47) 式 知 , lg, ^ 2| 0. 由 于 g, € R(T), 而 前 面 已 证 R 
(T) E* 中 闭 集 , 故 g€ R(T). FÆ, UCA 5) C RCTRE 


证 , 即 R(T) 是 EE* 中 开 集 . 证 完 . 
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第 五 章 ” 变 分 方法 


变 分 方法 基本 思想 是 :把 求 非 线 性 算 子 方程 的 解 的 问题 归 
结 为 求 某 证 函 的 临界 点 (特别 , 极 值 点 ) 的 问题 变 分 方法 在 积 
分 方程 偏 微分 方程 以 及 许多 数学 物理 问题 中 具有 广泛 的 应 
用 . 


$1 泛 函 的 极 值 与 梯度 


定义 1.1 Ub E 是 一 个 实 Banach 空间 , Q 是 E PFR, f: 
NSR! ÆA 上 的 一 个 泛 函 . 如 果 在 2 中 每 一 点 , f 都 具有 有 
界线 性 的 Gâteaux 微分 , 记 F(x)97 了 (x), YxEQ, 则 称 算 子 
F:Q-—E'NiZiR f 的 梯度 , 记 为 F(x)= gradf(x), 或 简 记 为 
下 = gradf. 3X EE X RIZ ER. f 为 算 子 FF 的 位 势 . 

TE, HRAT FWE 


lim [f(z n) - f(z)]= F(z)h, VAEE. 
例 1.1 考虑 实 Hilbert 空间 H ERZE f(x) - lelg 
(r)2(x,x)-2]|zxl|?. K gradf( x) 5 gradg(x). 
25 
2 2 
Kath) fao lena - Lo =H PE, 


由 此 可 知 
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lim HAC +h) - fr) GP, yrei 


故 有 
grad] z | = 177, Vr#0, x€H. 
同样 , 有 
g(r+th)- g(r)=| xt nl -Ixl 20, )* ea), 
故 有 
lim -[g(z + t) - g(x)]=2(h, x), 
从 而 
grad(x,xr)-72x, Vx€H. 
例 1.2 考察 Hempruxkni 算 子 
fo(x)= f(x, p(x)), (1:1) 
其 中 f(r, u) rEG,-%œ<u< + oo) i£ Caratheodory 条 件 
(GCR, 0<mesGS+ œ), Hil 
|f Gr, u) la(x) t blul^^!, 
其 中 p>1,a(z)E L(G),q= 7 .于 是 ,根据 第 一 章 定理 
1.320 f: L, (G) >L (G) AF . 我 们 证 明 f= grad, B] 
fp-gradó(g), VoC€L,(G). (1-2) 
其 中 
$(g)- i» ax" JG du (1:3) 
HE Dl o) dog X EE L,CG) EB, FKE, 24 e C L, 
(G) 时 , 由 积分 学 中 值 定理 知 
(x) 
[fida  fGs6GOe eG. — 0:4 
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EPOSO) 1, EH 9(z) 取 为 满足 (1.4) 式 中 的 最 小 者 , 则 
可 证 明 ( 仿 第 一 章 定理 1.3 函数 w(z) 可 测 性 的 证 明 )0(z) 是 
G 上 可 测 函 数 . 于 是 06(z)gp(z)EL,(G), 从 而 f(x,0(x)0 
(xz))EL(G), 因 此 f(x, 0(x)g(x)) 9(x)€ LCG) . 于 是 ,由 
(1.4) 式 与 (1'3) 式 知 (p) TEE, Hl D: L,CG)— R'. 
再 证 (1.2) 式 . SEE E, 31 A(X2€ L,CG) 78 


1 EU eo) rh) 
tleosa)- clo [ de [^^ fr, wd 
-二 | Aa, plz) th GOR GO) Gd 
= | LCs pl) + E GR GO) flz, eC) h Gd 


+ | f(z, o8 Gods, 
其 中 0:6, Cz) «1 是 可 测 函 数 (如 上 述 , 取 最 小 的 即 可 ). 注意 
到 算 子 { 的 连续 性 , 知 
|iie + th) - (ọ)] - f teas | 


&|fCe * a) - fel, hal, 0, 

M 一 0 时 

故 (1.2) 式 获 证 . 
定理 1.1 X 0 是 实 Banach 空间 E PHARE, F: A> 
E' 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 , 且 对 于 任何 固定 的 5. € 
E, i£ IRCF'(z)h) k 关于 工 连续 (在 Q 中 ). 那 末 F(z) 是 梯度 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 : 泛 函 ( 下 (xz)h)k 关于 4,k 是 对 称 的 ， 

即 

(F'Cx)h)b 2 (F'(z)k)h, Vx€Q, h,kEE; (1:5) 


并 且 当 此 条 件 满 足 时 , 有 
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F(r)-^gradf(r), V x € Q2, (1*6) 


其 中 
fes f F(xqtt(x—xzg))xr-xg)drt, (1:7) 


这 里 zo 可 取 为 2 中 任 一 点 ,c 可 为 任 一 常数 . 

证 必要 性 : 设 f(z) 是 梯度 算 子 , 即 存在 f: 0 一 R', 使 
gradf(r)- F(r), Vr€ Q. iE x € Q, h, &€ E 固定 .考察 
二 元 函数 (s, t) — f(x t sh sk). 25 Cs, E) TECO, O) HARR 
No 中 变化 时 , 必 有 x sh tIE€ QT DG t) HEX. T 
SR, 234(s, 1t) € No ET Ø, (s, t) 2 F(x t sh t tk)A, di 

De (s, t) -(F'(x * sh t t&)k)h; (1-8) 
[a] 
(OOV (st) m (CF'Cx t sh t t&)h)k. (1:9) 
由 假定 知 (1.8) 式 右 端 与 (1.9) 式 右 端 都 是 (*, t) YE No 中 的 连 
续 函 数 , 从 而 根据 数学 分 析 中 混合 偏 导数 相等 的 定理 , RU 
(0,0) = 6,'(0,0). TÆ, 根据 (1.8) 式 与 (1.9) 式 即 知 (1.5) 式 
成 立 . 

充分 性 : 设 (1.5) 式 满足 . PRRI, 其 中 rE, 
c 是 常数 . 由 于 只 是 凸 开 集 , 故 当 € 0 H, X S<, K xo 
*í(xz-ay)-itrt(1-t)x;€ Q, HII FCo * t(x- x9)) 
关于 上 连续 (因为 已 假定 F(z) 是 Gáteaux 可 徽 的 ), 故 F(z) 存 
在 . 下 证 (1.6) 式 成 立 . 设 zEQ, 存 在 r>0, 使 当 |#|<r 时 
fifrtk€Qn,rtk€n.W|sl«r, 有 


re E f LEE EAEE AT 


— F(xg * t(x — xg)) Cx — xo) ]dt 
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- | EE T Ta | [Cose Coe ab) 


— F(xo+ tx — x9))]Cx 7 x9)dt 
=l tl, (1:10) 


利用 第 一 章 定理 3.2( i ) 以 及 条 件 (1.5), 并 交换 积分 次 序 , 得 
lL = i dt | Ae [Fro * tGr 7 zo) + sb) (2 = zo) lds 
= lh ac | [F'(xo* t(x ^ x9) * s£)]Cx 7 xo)ds 
0 0 
= fac [Ur Gt Grm x Gr 7 ro) leds 
= f as | [F'(xo t t(x — xo)+sk)(z-zro)]kdt 
= [ as ZtrGot iG Tz) + sk)kld 
- ds], 37 (xo tr ET y t 
i PA CEEE E TE PEET 


ASA (1:10) XX, 48 
f(z*k)-f(x)7 | F(z+sk)kds. (1-11) 


任 给 hn € E, TE(1 11) PA k=th, I qup 得 (利用 积分 
学 中 值 定理 公式 ) | | 
lg th) -f(z)]= h F(x * sth)hds 

=F(rt+ 0h)h, 
其 中 0 二 9 过 1. 于 是 ,注意 到 F(z + sh) 关 于 s 连续 (因为 F(x) 
是 Gâteaux 可 微 的 ), 知 

lim [f(r + th) -f(r)]= F(z)h, 
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故 (1.6) 式 获得 , 证 完 . 

例 1.3 设 互 是 实 Hilbert 空间 , A: H>H 是 线性 有 界 算 
子 ,证 明 : A 是 梯度 算 子 的 充分 必要 条 件 是 A KHH, BI A = 
A* ;并 且 在 此 时 

Ar = gradf (x), f) 9 1s, 2), VxC€H. 

事实 上 , 取 @= 开 = 万 .由 于 4(z)=A4A，xzE 万 , 故 这 时 


条 件 (1.5) 为 
(Ah,k)=(h, Ak), h,k€H, 


即 A=A*. 在 (1.7) 式 中 取 c=0,xo= 9, 得 
Ee f (Alir), dt 7 (Az, z) | tdt = + (Ar, a). 
于 是 , 由 定理 1.1 获 证 . 
顺便 指出 , 例 1.1 中 的 结论 
grad(r,r)-72x 


显然 是 这 里 A = I( 恒 等 算 子 ) 时 的 特例 . 
定义 1.2 设 EE 是 实 Banach 空间 ,DCE,f:D 一 Ri! 是 D 


EAZA, XoED. 
( |) 如 果 对 于 任何 zx, € D, x, mz, BE fle) Fr), 
则 称 f(z ) 在 zo 处 弱 连续 ; 
(ii) 如 果 对 于 任何 z, € D, x, mre BUR 
frs) lim frs), (1-12) 
则 称 (xz) 在 xo 处 弱 下 半 连 续 ; 
(市 ) 如 果 对 于 任何 x, € D, x, co, 都 有 
f(x0)>limf(z,), (1:13) 
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则 称 f(z) 在 xo 处 弱 上 半 连 续 ; 
OVE f(z) 在 DD 中 每 一 点 都 弱 连 续 ( 对 应 地 , 弱 下 半 连 
续 、 弱 上 半 连 续 ), 则 称 f(x) 在 D 上 弱 连 续 ( 对 应 地 , 弱 下 半 连 


续 、 弱 上 半 连 续 ). 
显然 , f(z) 在 xo 处 弱 连 续 , 当 且 仅 当 Fr) TE xo 处 弱 下 半 
连续 且 弱 上 半 连 续 . 


例 1.4 考察 实 Banach 空间 E bEfiER f(x)-|zl. 下 
证 SOE E ES TOES, BIS n, m ce, MYA 
DENM a14) 
用 反 证 法 .假定 (1.14) 式 不 成 立 , 即 


[zol lin] s.l. 


Wc, 使 
Jo] >e> imiz a5 
于 是 , 存在 | z, SER [ns] ,使 
c»|e] C=1,2,). 


由 Banach - Hahn 定理 , 存在 fo € E^, f£ | fo] — 1, flr) = 
| xo]. 由 于 


EMES fol - «c, (k=1,2,.…), 


Tn, 


T n, 


故 注意 到 zxo, 有 
| zo] = foCzo) = limfolz,,)<e, 
此 与 (1'15) 式 矛盾 . 因此 , C1: 14) CE ， 
例 1.5 i$ HX Hilbert 空间 , 4 :五 一 瓦 是 有 界线 性 正 
自 共 轿 算 子 . 根据 例 1.3 的 结论 知 


Ar-gradf(x) V x€H, 
415 


其 中 
F(z) 5 1s, 2). (1-16) 


Tu EBRO6) UE H ESTERN. 事实 上 ， 

Hz)= 寺 (Ar,z)= 志 (Air Ała)=4 Aal, aan 
其 中 ATGUR A 的 正平 方 根 算 子 LE mas RE AT, A? 
zy. 于 是 根据 例 1.4 的 结论 知 

J A3 zo [lim | A12, |, 
从 而 
lpi 12 1,.. 1 i 1 
Kao) 731A < Uim] Až, D Gim LAE z, D 


Xlim (| A22, |- | A3, D = lim f(a), 


故 f(x) 的 弱 下 半 连 续 性 获 证 . 
特别 , 令 A — I, BIA iE ER (x x) — lx? YE H ERSTE 
连续 的 . 


定理 1.2 设 了 是 实 Banach 空间 E PEOR, f(z) 是 DD 
EZR, H grdf(x)9- F(z), Vx €D. MWR Fi:Q—E'JX 
SET, 则 E EE 

证 rx$€D, Em) . 要 证 f(x) fIGo). 
若 不 然 , 存在 so>0 及 |z, | 的 子 列 | zw 上 ,使 

|f, ) - f(xo)| es, (k=1,2,…). (1:18) 
利用 中 值 公式 (第 一 章 定理 3.11, 注意 D EGR), WFE nE 
(0, 1), 使 | 

Flan )7 fro)= FC rot ralan —a9)) x, 7 29), 
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(R-1,2,-7). (1:19) 
元 素 ze= Tot T(r 7 x9) € D, 而 且 序 列 | ze | 是 有 界 的 (因为 
Ix, | 有 界 ), 故 根据 F HRE, 知 存在 go € E" R] alr 
(为 不 增加 符号 的 复杂 性 , 就 设 为 1zs | 本 身 ), 使 
lim | F(x) - 9o] =0. 
于 是 
| Fé Go, -x9)| = | (EC) = qo) Gs, 7 x9) + 9o, = zo) | 
<2M| F(z) = Prk | 十 | Pox ) — oro) | 40, 
其 中 M=sup| z, | € + ,由 此 ,再 注意 到 (1.19) 式 , 得 到 
fm > f ry). (k>), 
此 与 (1'18) 式 矛盾 . 证 完 . 
定理 1.3 3X f(x) 是 实 Banach 空间 FE EZA, H gradf 
(z)9 F(x), Vx € E. ÆR 
(|)F:E>E “是 单调 算 子 的 充 要 条 件 是 fr) Je iz m, 
即 
Fart -ty Stf) + (07 0)fCy), 
Vx,yEE Ozi&l; 
(ii) 若 下 :一 巨 " 是 单调 算 子 , 则 (r) EE LVERT 
FERH. 
证 (|i) 必要 性 :对 r, y € E, Octa, 我 们 有 
tf(x)+(1-t)f(y) - f(tz t (17 0y) 
- -tif[xt*(u-2(y-2x)]- f(x)l 
-c2)]fEy t t(r-321 (9) (1:20) 
利用 中 值 公 式 , 知 


fle+(1-t)(y-x)j- f(z) 
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-(1-)(F(rtci(1-1(y-x)»,y-x), (1:21) 

fly *t(x-3)]- f()mt(FCytot(x-)D,r-y)» (22) 
其 中 0<r<1,，0<o<1. 令 

Xr1=x+tr(l-t)(y- xr), y=yt+ot(r— y), (1:23) 

W|y;—x;25y-x)Kmiu-1-et-c(1-:)21-:-(1 

- 1) 20. FÆ, EA (1:21) — (1:23) ERRA (1-200 5, 并 注意 

到 FF 的 单调 性 , 即 得 
f(x)+(1-2) f(y) -fltrt+(1- 1)y) 
=t(1-i)(F(y)- F(xi), y 7 x) 


=H EN Feyi) - Fle) on 


zo. 
充分 性 : 设 f(x) 是 凸 函 数 . 于 是 


Li flytta- 01 - fG)0L&fG) - fO), 


V0c:«l1 
4 :一 +0 取 极限 , 即 得 
(F(3), xz - y) &f(x) - f(y). (1:24) 
TEC r, y 的 位 置 ), 有 
(Flr), y - x) &f(y) - f(x). (1:25) 


(1:24):& 5 (1:25) XB Dl, BER C FC y) - FC), x- y)<0, B 
(FCy) - F(z), y - 3220, 
Bk FE(z) 是 巨 上 的 单调 算 子 . 
(IE zm zo. 注意 F 的 单调 性 , 利用 中 值 公式 , 知 存在 
0<r,<1 (n=1,2,…), 使 
fGr,) 9 fln) f(ro)+ f(xo) 
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—-(F(ro*t,(x,— xo)), x, — x9) + f (xo) 
= LG e Un, 7 z0)) 7 FGre) ts Gr, 7 x0)) 


+ (F(zro), x, 7 x)t* f(x0) 
(F(x), x, 7 xo) + fro). 
两 边 取 下 极限 , 即 得 
lim f(z,)Z fx). 
f(z ) 的 弱 下 半 连 续 性 获 证 . 证 完 . 
定义 1.3 i D 是 实 Banach 空间 E PFR, ZA f: D 
R!, roE D. 
(i) 若 存在 ro 的 邻 域 U(zo 6)= |x| le- xol «81, f& 
当 x EU(zxo,6) 时 , 恒 有 
f(z) 宇 f(xw0)〔 对 应 地 , f(z) 所 f(x0))， (1:26) 
WERZA f(z) 在 x = zo 达到 极 小 值 (对 应 地 , 极 大 值 ) : 极 小 值 
与 极 大 值 统称 为 极 值 . 
(i)i o: E E, CE, 4E 23 — X: Banach 空间 ), 令 
Ix € E| (x) 2 01, x4 € M. EFTE xo 的 邻 域 HH 
使 当 x € U( xo, 6] M Bf, TUR (1:26) SE, WRZE f(x) 
关于 条 件 g(xz)=9 在 z= xo 达到 条 件 极 小 值 (对 应 地 ,条 件 极 
大 值 ) ;条件 极 小 值 与 条 件 极 大 值 统 称 为 条 件 极 值 . 
定义 1.4 iX E 是 实 Banach 空间 EE PHR, ZK f: D— 
R!' 在 D 上 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 . 若 xoED, 使 
gradf( xo) = f (x0)=0, (1:27) 
则 称 xo 是 泛 函 F(z) 的 一 个 临界 点 , c = F(zo) 称 为 f(z) 的 一 
个 临界 值 . 
定理 1.4 车 泛 函 f: D 一 Ri(D 是 实 Banach 空间 五 中 开 
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集 ) 在 x9 € D 达到 极 值 , JE EL f(x) 在 ro 处 具有 有 界线 性 的 
Gâteaux 微分 , 则 必 有 
f (ro)=0. (1:28) 
证 任 给 hEE, 考 察 实 函 数 p (1) — fCxo * th). 由 假定 
知 g(t) 在 1=0 达到 极 值 , 又 


e () = ig FEE FO pega, 


故 由 2 (00-0 Xl f(x))h-70. H A € E 的 任意 性 , 即 得 
(1:28)X .证 完 . 

注 1 由 定理 二 4 知 : 泛 函 的 极 值 点 一 定 是 它 的 临界 点 . 
但 可 举例 说 明 相 反 的 论断 不 成 立 , 即 临 界 点 可 以 不 是 极 值 点 ， 

定理 1.5(JDocrepuuk) {8 E, E; 是 实 Banach 空间 , 1 PR 
fiE—R!1E E E Fréchet 可 微 , o: EE, 是 C! MA. FZE 
f(z) 关 于 条 件 p(z)= 9 在 x = ro 达到 条 件 极 值 , 并且 线性 算 
T p Gy) EE, 是 满 射 的 , 那 末 必 存 在 LC EY ,使 (x0)= 
lg (xa), Bf 

f(xro)r=l(9 (ro)r), Vx€E. (1:29) 

HERH T (138) 28 (4) ,从 略 . 

R1 WE 是 实 Banach 2 H), ZA fiE— R' iE E LE 
Fréchet 8] f, p: E>R! 是 C' iE ER . EIE BS f(x) ET ARM o 
(x) 20 YE x — ro 处 达到 条 件 极 值 ,并 且 p (ro) 260, BRYA 
ER F, E 

f Cro) = pp (xo), Bl gradf(xo) = &gradg(xo). (1:30) 

证 由 g (ro) #0 知 存在 zoEE, 使 p(xo)zo= to#0, F 


A AHEM LERIA g Cro) Ges) =t Eg (ro): ER! E 
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注射 的 . 于 是 ,根据 定理 1.5 即 获 证 . 

X2 R HÆF Hiber ZH, ZR f: HR EH E 
Fréchet 可 微 . ZEE ER f(x )XE TERI | xl = >(>>0) 在 点 工 = 
zolz] 9 >) 达到 条 件 极 值 , 则 必 存 在 wE RI, E 

F (x0)= yro, BN gradf( xo) = uxo. (1:31) 

证 在 系 1 中 令 g(x)=(x,z) 一 让, 则 p(x)=0 即 球面 

Ixl 9r. 由 例 1.1 的 结论 , 知 

p (x)-gradp(x)-2x, Vx €H, | 
故 p:H>R' 是 C RR, E g (ro) =2zo 天 9. 于 是 ,根据 系 1 
即 获 系 2 的 结论 . 

注 2 上 述 系 2 是 应 用 上 常用 的 结论 , 常 可 利用 它 来 讨论 
梯度 算 子 gradF(z) 的 固有 值 与 固有 元 的 问题 . 下 面 给 出 它 的 
一 个 直接 证 明 : 

$ H= |x- Ax A€ RI , Rl H, E H t — ^ — HE 
闻 , 令 H= =H (H Hi 的 直 交 补 ), 则 HH, 与 HEX 
fr: H - HiOOH,. 结论 (1'31) 式 相当 于 广 (zo)E Hi, 从 而 只 须 
W f (xo) LH, 即 可 , 亦 即 要 证 明 : 对 任何 的 hE€HH,( 无 妨 设 
l^] = r4 
(F(x), h) 0. (1:32) 

x —(1tac)xo * eh, (1:33) 
要 求 适当 取 am a(e), lE] = rr, BI 
r^-(1*tac))r? * e?r’, 


解 之 ,得 
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em SIN) 
Et Due iE. Mee tel sts 
* 1t4/1-6 


a7a(e)- 
(1:34) 
由 于 flr) E x= xo Fréchet 9] f£, £C (88 (1:34) &, 5 e 一 0 
H, a 一 0) 
fGr) 7 fGxg) 9 Cf (xo), aero t+ eh) * w(xro, aero + eh), 
其 中 
vxo aero teh) o 
e0 Taezo + en] 
A ero, aexo + eh)=o(e), 再 注意 到 (因为 a 一 0) 
(F Cx), aero)= ae f (zo), x9) 7 ol(e). 


Ef £n 

f(r)~ f(xo) * elf (xo), h) * o(e). (1:35) 
由 于 jz) 关 于 球面 |zj = 在 点 z= zo 达到 条 件 极 值 , 故 不 论 
e IER TRE e 充分 小 , f(z) - F(zo) 都 保持 定 号 ( 即 或 恒 
之 0, 或 恒 委 0), 于 是 ,根据 (1.35) 式 知 , 必 有 (1.32) 式 成 立 . 证 


JU 4 


定理 1.6 设 D 是 实 Banach 空间 E 中 一 个 弱 列 紧 的 弱 闭 

R, IZE f:D--R! 是 弱 下 (上 ) 半 连续 的 ; 那 末 , f XE D 上 必 有 
下 (上 ) 界 , 且 存 在 x9 € D, f 

fGro) = inffCz) Cf Cro) 7 supfCx)). (1:36) 


证 就 了 是 弱 下 半 连 续 的 情况 证 之 . S c^ inff(x)(cz 

- œ), 于 是 存在 z, € D, f /(x,)~>c. EUS D 弱 列 紧 , 故 存在 

Iz, | 的 子 列 z, Ar € E. 由 DIAA x C D. 根据 f 的 弱 下 
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Li "warns 


cS fn) S lim f(z, ) 7 c, 
由 此 可 知 ,c 是 有 限 数 , 且 f(x) =c. 证 完 . 
定理 1.7 b E ÆR Banach 空间 , 2E ER f: E— R! 是 


弱 下 (上 ) 半 连续 的 ,并且 满足 
e cO E IUIS QUA HORUM 
R, VE xoEE 存在 ,使 
fGxo) 7 inff(x) (f(x0)= supf( x). (1:38) 
因此 , 若 /还 具有 有 界线 性 的 Gâteaux 微分 , 则 必 有 
gradr(zo)= f'(xo) * 0. (1:39) 
证 就 了 上 是 弱 下 半 连 续 的 情况 证 之 . 由 条 件 (1'37) 式 知 ， 
存在 R>0, 使 当 |z| 2 R Rh, UR f(x)» f(0). RE B, t 
闭 球 S(0,R)-Ix€ E| [x | & R LESS PI RESS PH , TÆ, is 
定理 1.6 Xll, 存在 zo € S(0, R), f f8 
f(xo)- inf, f(x) S f(0). 
由 此 又 知 
fCxo) = inff(z). 
证 完 . 
例 1.6 考察 Hammerstein 型 积分 方程 
eG) | kly) fy gp(y))dy=4p(z)， 0:40) 
HE+ G 是 RY 中 可 测 集 ,0 < mesG 委 + o, f(x, u) WB XE 
Caratheodory 条 件 . R: 
(Ls 正定 核 &(z,y) 满 足 | | 1ACz,y)lodzdy< 


+ oo (522); 
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Cli ) f x, un) REX 
| f(x, u)|a(z) * b|ul^'!, (1:41) 


“ f(x, u)dusiSlu? + b (x) u|?” * eux), (1-42) 
0 2 


IP 620, a(2)20 a (3) € LG) + 1,0 Y«2, 


证 cat eru <a <E, Ao BE kla, 


y) 的 最 大 固有 值 . 
则 方程 (1.40) 在 L,(G) 中 至 少 有 一 个 解 . 

证 R klar, y) Æ Li t, TERE klar, y) E Gx GEI 
测 且 | | lele, y) l'dzdy« +%; 若 不 是 几乎 处 处 为 零 的 工 ， 
对 称 核 (zx, y) 的 非 零 固 有 值 都 是 正 的 (只 有 有 限 个 负 的 ), W 
称 &(x,y) 是 工 正定 核 (L2 WEER). 众所周知 (参见 (98) )， 
k(x,y) 是 L 正定 核 的 充分 必要 条 件 是 


(Kg, g)7 | | az,y)p(z)p(y)dzdy>>0 

并 且 至 少 有 某 poEL2(G), 使 ( 开 po, po) >0, 其 中 天 表 线 性 积 
分 算 子 

Kg(x)- NICE — > (1°43) 

4 AMA = Kf, 其 中 天 即 线性 积分 算 子 (1.43),f 是 

HeMpukuiü 算 子 ; 

fo( x)7 f(x, o(x)). (1:44) 

由 (141) 式 知 ,f: 工 ,(G) 一 L(G) 连 续 有 界 . 由 条 件 ( i ) 知 , K 

既是 映 LGA L(G) 的 全 连续 算 子 , 又 是 映 L,(G) 入 L(G) 
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Emma 


的 全 连续 算 子 ,从 而 ,根据 Baiin6epr X Bg ociis 89 — 25 (0, (7) 
及 [139] ) 知 , K 具有 分 解 式 
K-HH', (1:45) 
EP H=K?:L(G)> L (CZES, H' E H RMAF, 
H'iL,(G)-Li(G) &3E82 . FET fà (1-40) f£ L,(G) d 8 
解 等 价 于 方程 
$^ H'fHó (1:46) 
E LG) EUR f. 事实 上 ,车 方程 (1.40) 有 人 解 e € L,CG), Bp 
ç= HH' fọ, Ik H'fg- H'fH(H" fg), Bl y= H' fo€ L, 
(G) 是 方程 (1.46) 的 解 ; 反 之 , 若 方程 (1.46) 有 解 VEL2(CG)， 
则 Hy - HH ' fHy = AHY, ik p= Hy&€L(G ) 是 方程 (1.40) 的 
R. 于 是 我 们 只 须 证 方程 (1.46) 在 L(G) FER. 考察 L 
Vp l(. 9)- BHYy), (1-47) 
其 中 
gx) 
e(g)- [ drf fr)du, YoEL,(G). (1-48) 
由 例 1.2 的 结论 知 
$'(9) 7 gradó( 9) 7 fg, Y 9€ L,(CG), 
于 是 , 对 于 AELG), K 
lim -[8(HC4 9 th)) - (HY)] 


- lim L-(6(Hy + tHh) - 6(Hg)] 
-(G'(Hj), Hh) ? (Hj, Hh) 


-(H'fH4, k), 
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故 有 
grad@ (Hy)=H*fHyYy, VYyELG). — (1:49) 


由 此 , 再 注意 到 例 1.1 的 结论 , 知 

gradY(4)- 9- H'£Hj, V9€L3(G). | (1:50) 
Hi (1:49) 5X, HE RESI H ' £H: L0(G) L: (G) ÆRE, 利用 
定理 1.2 4, B(Hy) 是 L,(G) 上 的 弱 连 续 沁 函 ; 男 一 方面 , 由 例 
1.5 的 结论 知 (y, y) 是 L(G) EHS T ERZAR. 因此， 
Pp) LCG EKS FFEA . 由 (1.42) 式 知 :对 VE 
LG), A 


EP " Hy(x) 
Y(9)-7 2 (d, 9) | dx ji f(x,u)du 
>A (y, p) -SCHy no) - | GO Bio I7 7d 
ar , 2 , E 1T Y E d r 

一 J: ci x)dx 

21g :40- SCHg, Hj) - b (Hg, Hj) $- c, 

- 30s 9) - Kg, g) - bi(Ky, y) f 一 cl 
> -Sy, p) - bl Cp, p) $- e 
— babet - a, 

£ 
其 中 b= = Jo cons. 由 此 可 知 
lim V(9) 二 十 oo 

于 是 ,根据 定理 1.7 知 存在 99€ L(G), fi grad V ( 9) = 0, Bp 
do 是 方程 (1.46) 的 解 (注意 到 (1.50) 式 ). 证 完 . 


例 1.7 仍 考察 Hammerstein 积分 方程 (1.40), 但 将 条 件 
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Ci 04g Cii ) 换 为 : 

CUL WEER klx, RR | [14(z,y) 1?drdy < 
*to(p22) 

Cil Y f Cr, xz) 满足 不 等 式 (1.41) 及 


| Pn St tl dpa 


Dy G)€LT(G), aE LG): aS 
中 Xo RE klar, y) 的 绝对 值 最 小 的 负 因 有 值 之 绝对 值 . 这 时 ， 
方程 (1.40) 在 L(G) 中 必 至 少 具有 一 个 解 . 

证 设 &A(z,y) 的 全 系 固 有 值 为 | -ho， 一 41,…， Àm 
ÀnsisAm noU, AP OX ASEALEOUEASrAneiZ Amazon 
20; 对 应 的 全 系 就 范 直 交 固 有 函数 为 | 办 (z)12 = 0, 1,2, 
…) ,由 线性 积分 方程 理论 (例如 , 见 [98] ) 知 


ky) - 2 UADD D ADA) 0:52 
(注意 , (1- 52) 式 右 端 级 数 的 和 指 Te L(G x G) 中 范 数 收 
敛 的 极限 , 下面 (1.53) 式 的 级 数 也 是 这 样 理解 的 ). 令 

klz, y)= D Ad n Gi(y), (1:53) 
i&0 
则 1(zx,y) 是 上 ,正定 核 , 它 的 全 系 固有 值 是 |4;1(i 70, 1,2, 
…), 全 系 就 范 直 交 固 有 函数 为 | (xz)|. 由 (1:'52) 式 与 (1:53) 
式 知 
ki(zx,y)=k(x,y)+2 3 Aid; x)9;(y). (1:54) 


由 于 算 子 K( 见 (1.43) 式 ) 是 拟 正 的 , HIE L(G) 入 L,(G) & 


连续 , 故 由 Baiia6epr 的 一 个 结果 ( 见 [7] ,260 页 , 定理 23.4) 知 
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K 的 主 平方 根 算 子 
Kig-- p $24 * > SEC dp; — (1:55) 

BR L,(G) 入 L (ORE. TE C1* 5) UR y= yj G 70,1, 

29,€ L,(G). 于 是 ,由 (1.54) 式 知 


on) JUR Tx 
f f lc) ldrdy<+o. (1:56) 
j 1.6 中 的 讨论 应 用 于 k(x,y), 知 线性 积分 算 子 


Kig(z)= | iG o) eG0dy (1-57) 


具有 分 解 式 Ki = HiH? ,其 中 Hi = Ki#;L,(G) 一 L(G) 全 连 
续 , EGENT. Hi :L(G)>L2(G) 多 连续 . 

用 HOO XO pos disons du 在 L(G) 中 张 成 的 m+1 维 
子 空间 , HOK 及 由 在 上 ,(G) 中 的 直 交 补 空间 ;用 Pi 与 已 分 
IE LOE HO 5 HO EBEBEOE SET. . 要 证 方程 (1.40) 在 
L,(G) 中 有 人 解 , 只 须 证 明 

(-Pi* Py= HI fH, (1:58) 
在 ZL2(G) 中 有 解 . 事实 上 , 设 yEL(G) 是 (1.58) 的 解 ,以 
C- P, + Ps) 作 用 (1.58) 两 端 ,得 (注意 P: + P; D 

y=(-Pi+P,)HIfHy. | (1:59) 
”再 以 H, = Ki? 作用 (1.59) 式 两 端 ,并 注意 到 Ki3 与 Pi, Pa 5 
可 交换 (因为 

Kiy= Y AG 0v (1:60) 


故 HU, HORE 有 二 的 不 变 子 空间 ), 得 
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Hip (- P,* PH,H( fH, 9 
=(- PI+P,)KifHiy= KfHiy= AH,g, 
故 p= Hiy€EL(G) 是 (1.40) 的 解 . 
考察 LAG) EZA 
Vi() = - 3 (P9 9) +7 Pap 9) - Hg), (1:61) 
其 中 o(o)Hi(1:48) X281H. . 根据 例 1.3 的 结果 以 及 例 1.6 中 


的 (1.49) 式 , 知 
grad V,(4) 7 -Piy+ Py - Hr fH, g. (1:62) 


由 于 HY fHi:Li(G)--L,(G)23k&, Pi:L,(G) 一 L,(G) 也 


是 全 连续 的 (因为 万 G 有 限 维 ), 故 由 定理 1.2 知 , PH 8I 
(Pi%,%) 都 是 L(G) EHB 3E EIE IR, Xh TRER TEER 


HIIT, 故 由 例 1.5 IAE ATCP. g, %) 是 LC G) 上 的 弱 
TOEXEBHZ IR . 于 是 ,由 (1.61) 式 知 Ví (9)d& LAGES TF 
半 和 连续 泛 函 . 利用 (1.51) 式 , 仿 例 1.6 的 推导 , 可 得 


V(9)2 - 117 P9, p) + a(Hi 9, Hi) 
-b(Hid Hi) 5-6, (1:63) 
其 中 n7 (. In Go Sas) - | coa. 我 们 有 
-i«B-P29.9) 
= -3((Pi- P2 4, (Pi + P2) 
= -Pigi - Ip, (1:64) 


> 
(Hig, Hig)! $  (K3 9, KE)! 5 - (K9, 9)! 


b 
2 
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«T: EL PIA (1-65) 
(注意 , | Ki] = minfàms A4 4D. 又 
(Hy, Hg) = |K? 9]? = | KC. + Pp)? 
-IkiBepe[kIBepmÁIKiBep. —— 0:69 
H Pg= 3 aii, WU B (1-60) 5X A KP, = » V Aja, B 
ji e - 
|kir.o] o 35 aeta, X dod Pool 


由 此 再 注意 到 (1.66) 式 ,得 
(Hip, H9) ZA9| P19]?. (1*67) 
d(1:63).(1*64).(1*65), (1: 67) E R, 并 注意 到 假设 条 件 


a1Ào21, 得 
Vi()z -iqee[r- | Pap) eas] Pil? 

-b |K EHI PTT 

>- 3 (Pig - [5:9] * [Aio 
-b |K [g-e 

= 去 (Pig 要 + Pal 
-b [K [žel -c 

= ypP-olR Ag- a, 


Teni bus 
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于 是 ,根据 定理 1.7 知 ,存在 go € L2 (G), 1E grad V, (uo) = 6, 
即 yo 7r FE (1:58) BRE CHE (1:62) X) . 证 完 . 


X3 在 mesG< +oo 的 情况 下 , 作者 曾 将 条 件 ai 


E ai 93i. 4 G3). 另外 ,还 可 以 利用 变 分 方法 来 研究 
Hammerstein 型 积分 方程 组 
eG) f Gio) eio e dy 
(i=1,2,.…,n) 
解 的 存在 性 (参看 [7] ). 
例 1.8 考察 (JImnyHoB 一 Lichtenstein) 积 分 方程 
e m 1 L 
9e(x)- > -| k (zx, yi Yn) II eCy)dy; = 9x), 
(1*68) 
其 中 b, (x, X2, y Zn) Æ Oxcr;x1(i- 1, 2, Un 十 1) 上 的 
可 测 函 数 ， 而 且 是 对 称 的 ( 即 任 意 交 换 Tis X25, 77, Tn +1 的 顺序 
kalis X25 t Xn+1) 都 不 改变 ). 假定 : 


1 


" i 1 
M= P3 | | [E Cr * n) dzi dz +1 “< too, 
< o Jo 


(1:69) 

iud 2 1 1 2 i 
iis » eril e [es Gris i] dd] b 
(1:70) 


那 末 , 对 任何 YE LL01], Lo] < HPE, FEU env 


L10, 1R | yl « 1 中 有 解 ( 参 看 [53] ). 
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证 考察 (JIanyHos - Lichtenstein) 积分 算 子 


Botas Nf t Goss) TE gdy (1°71) 
ia T2 I!e€L,[0o,1]llel «11,8 T2 1e€ L;[0o, 1]] |] gl 
11. 我 们 先 证 Fi T—L,[0,1] 3&2 . 首先 , 24 pE 了 工时 ,由 (1 
'69) 式 知 
d 1 p " 2 4 
S (rj tem s») IE eo08s] dz 

" , 1 

< D(f e Gron Pdrdydy,) + Mel 

<KAM< + oo， 

故 (1.71) 式 右 端 的 级 数 按 L,[0, 1] 中 的 范 数 收敛 (从 而 下 :了 一 
L,[0.1])), 3E H. 


| Fel«M, Vo€ T. (1:72) 
我 们 又 有 
Folz + Ax) - Folz) 
T 1 
z > 5 | [k (£ t Ax, yp, g Ya) 
— kx. Yis Sj eg »)1 [I Py) dy;. 
故 有 


| Kg(x + Ax) - Fọ( x)| 


= 1 1 
< 2 e + AT, yi» es Yn) 


n=l 
2 
- dns Yis cs yl dredy dyn) j lol” 


e 1 1 
x2 Uf pe * Az yu) 
n=1 
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1 


-kla yn n) Plrdyesdy, (1:73) 
任 给 e>0, 则 (1.69) 式 知 , 可 取 正 整数 N, 使 


2 1 m i 
25 (f, seme Patna « A (1:74) 
n= N+l 


于 是 , 注意 到 按 规定 k, Cx + Ar, yist, mn) 70, 24 x t Ax € 
[0, 1j 时 , 有 


SUD griego 


n-N41 
L 
2 
5 Ed Np 75 »,) Pdrdyrdy, ) 


E. soia M 1 
< bi (JJ ten Anon odds 
n=N+1 
E ND m 1 
十 S -f [k Cx, Yis s Yn) | drdyı-dy | 
n= N+1 0 0 
o 1 1 i 
<2 >) ( -f [Ik (£, yi s yn) Pdædyı dyn | 
n= Ntl 0 0 
€ 
os ur (1:75) 
取 9>0, 使 当 | Ax | «o Bf, EA 
1 1 
(J -f [e Cr t Az, yp 7 Ya) 
0 0 
i 
-ky (æ y1 s y) P dedydy, ) 
E - es . 
SZN’ (n71,2, ,.N). (1-76) 


于 是 ,由 (1.73)、 (1-75) & (1-76) iS AX 4 | Ax | 之 6 时 ,对 一 
切 gE€T, 恒 有 
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| Fe(x * Az) - Fe(z)] «t 76. (1-77) 
Hi (1:72): 5 (1:77) A, FT Æ L5[0, 1] 中 的 列 紧 集 , 从 而 F: 
TT 一 L2[0,1] 是 紧 算 子 . 
下 证 下 的 连续 性 . 设 p1, pzE 工 . 任 给 e >0, 取 正 整数 
NN, 使 (1.74) 式 成 立 . 我 们 有 


2 1 
IF-F > (f£ f no 


1 


< 2 
dz] 


(IT $2(y;) = II pily) ]dyi dy, 
x » (J | -f kalZ, yp Yn) 


n 2 l 
EE eo TT e) Jàn-dy,| dz) 


i=] 


oo 


+2 M 


N*1 


«E. 3 f p EX ) 
2 2 ^ 6 gc Ts Yis "ys 


n n 2 
[TI 2-7 II $i did, dz | 


i=1 


ü 1 1 
(|, i | [k, (x, yea) dedy dsn |” 


tl 


+I. (1:78) 
由 于 | 
I ex) - II b 
tum n | fi pily) Heo Ir «Go TT zc 
- 2 Iso A G1 fi ec») TT eii. 
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Det 


N 


1 
1 1 i 
IE» (I, wt I [E (x, Nis 7775 y Pdzdyidy, |” 
n=1 
de ol. (1:79) 
取 0, f 
N 1 1 1 
ô X "(| «| [Gr ox) Pdxdyisdy,) <S. 
n=1 0 0 2 
(1.80) 


TR, B (1-78) (1:79) & (1-80) SR 35 | p2- i] <8 时 ， 
TUR 


[Flp - FCe0] e$ $7 e. 
EF 在 示 上 连续 (实际 上 是 一 致 连续 ). 于 是 ,下 的 全 连续 性 获 
证 . 


考察 T LZA 

&(g)- d(p p) - f(g) -Ces p), (1:81) 
其 中 | 
f(o)7 > -Lf «f kpl 21s ts Ent)" i e Gr)dz;. 


(1:82) 
易 知 f(o)E& T EZA, AAK oc THU 
Y 1 


ntl 


1 1 n+1 
| i | kalis Tn+t1) Il g(z)dzi 
i=l 


En Ue Gne ,Tn+1)] dx dri) 
dra 


m 
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tole 


Xd (Ls [ts Gr r7 zu) J dri ‘dens | 


gradf(g)- Fp, YET. (1:83) 
事实 上 , REET, | ol < 1. WA€L;[0,.1], RR O« c«1, 
flel*clal«1. FÆ] <e 时 ， ettih€T.X 


orms MAI. 3i B EL ee) 


II (eG + m Gaz; FSES (1:84) 


由 于 (注意 到 k, x, "Cg zn+1) 的 对 称 性 ) 
d 1 1 1 
x I [p(x;) + h(n) dz, 


1 1 1 
oe) «f E. (r1, 77, 2,44) 


> Ak) I [p(xi) + th G1 


di Loli) + tla) ll dr nh 
d Í k ser nA) 


(Gi [eG + th G1) dri dz, 
而 当 | xj 委 = 时 
- 1 
2; J «jf E, n, “Tt1)h( n) 


(GL [gCr) * th c] )dxi 7 dz, 


«x(f-f s Criss dardana)? 
AA GO ol * clan D" 


«Inl 3 (f f Usum nni) 
«t P 
故 (1'84) 右 端 逐 项 微分 后 的 级 数 在 | e| oe 上 一 致 收敛 , 从 而 
由 数学 分 析 的 定理 知 (184) 式 可 逐 项 微分 ,得 


2f 1 
Bo+ tm)= Dh f tlen zala) 


(HE Lola) GO) dnd elr. 
特别 , 令 1=0, 得 


lim H flp + th) - f(g)]= Ef/(p+ th) o 
Sofi 1 n+l 
= > -| A eG) ]dxi74z, i 


= | [Fp(z)]h(z) dmi = (Fp, h), 
故 (1.83) 式 成 立 . 由 此 ,根据 定理 L2 AZE /(p) 在 了 上 是 
弱 连 续 的 . 显然, ZEC (o 固定 ) 在 T ERER, MZE 
Llp pE T E88 Tob ER CRUB BI 1.5 的 结论 ). 于 是 , 由 


(1:81) 式 知 , 泛 函 (o) Ye T EATER. 同时 , 由 (1.:83) 
X EM 
gradó(9)-7 e- Fp- 9, YET. (1:85) 
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现在 我 们 证 明 方程 (1.68) 在 了 中 有 解 . 当 PE 了 时 


Nj—= 


1 


2 > = | D Panda si) 


dolre M pr, 


故 
ac> HM plo ad LM -yl oo, 
当 |9g|-~1-0 时 ; 
因此 可 取 0< ~<1, 使 在 球面 1p| = n ETUR 
6(p)>0= 6(0). (1.86) 


B THAT, -le€L;.11llel«r|d L.[o,1]m&985 90 
BAE, 故 根据 定理 1.6 知 , 存在 oo € T,, E 
$99) 7 inf (p). 
由 (1.86) 式 知 po 是 T, 的 内 点 (| go] < ~), 从 而 根据 定理 1.4 
(并 注意 (1.85) 式 ), 知 
grad®( po) = po — Fgo - y=9, 
即 w 是 方程 (1.68) 的 解 . 证 完 . 
注 4 £H Schauder 不 动 点 原理 , 则 不 难 证 明 ;: 当 


M= 2 a ET (1:87) 
时 ,对 充分 小 的 上 yl, 方程 (1.68) 在 球 | gj <1 中 有 解 ,显然 ,条 
7E (1:69) 5 (1:70) IL (1-87) 86 . 但 用 Schauder 不 动 点 定理 时 
不 要 求 核 如 (zi …，znrl) 是 对 称 的 ,而 上 面 (用 变 分 方法 ) 则 要 
求 如 (zznri) 是 对 称 的 .所 以 ,各 有 特点 . 

定理 1.8 设 五 是 实 Hilbert 空间 , 泛 函 fF: H—R' YE H E 
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IEH Fréchet 8] fi . S F(x)-—gradf( x)(F: HH). 则 
对 任何 0< r< +o, 8 T FERT, - Ix€ Hl x | «et PR 
至 少 有 c 个 固有 元 , 这 里 c 表 连 续 统 的 势 . 

证 任 给 0< -< + co. 如 果 对 任何 0< r< r, FERH S, 
-ix€H|Ixl-7 -上 都 有 固有 元 , 则 定理 显然 已 获 证 . A 
此 , 下面 假定 下 在 某 球 面 S, (0< ro<r) 上 没有 固有 元 , 由 于 闭 
ER T, 弱 列 紧 弱 闭 , 因此 由 定理 1.6 知 , 弱 连 续 泛 函 f. ET, E 
必 达 到 最 小 值 mo MRK Mo. 显然 mo 天 Mo( 因 若 mo = 
Mo, 则 f(x) 在 了 ,上 是 常数 , 故 由 定理 1.5 的 系 2 知 ,球面 S, 
上 任何 点 都 是 下 的 固有 元 , FA). 于 是 mo< f(005 f(0)« 
Mo 至 少 有 一 个 成 立 . 先 设 mo< fCO) BRL . R mo 在 点 r€ 
T, 达到 :mo = fro). 显然 zo 了 闫 0. 易 知 zoE T,( 因 若 ro € 
S, WW f ER x, 关于 球面 S, 达到 条 件 极 小 值 ,于 是 ,根据 定理 


1.5 的 系 2 知 , ro 是 下 的 固有 元 ,矛盾 ), 考察 H EZA 


A Re A es cag 
| xo] 


有 
gradó,(x)-2ar* F(x), Vx €H. (1:89) 
显然 , (r) E H E88 TPES, BUD TETE x, € T, ,使 
e f(0) - mo . 
M c Va€ (0, PE ). (1:90) 
由 于 


$,(0) - f(0) » mo * a| xo]? =p, (r0) =ð, (x,), 
故 ze 天 0. 下 证 r ET, 事实 上 ,着 x。E S, M D, (xz) 关 于 
S, 在 点 zx。 达到 条 件 极 小 值 ,于 是 ,根据 定理 1.5 的 系 2, 并 注意 
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到 (1.89) 式 可 知 :存在 u € RI, fii 
Rax, + F(x,) ^ grad®, (x,) = px, 


F(x,)9^(p-2a)x, 
故 zx。 是 下 的 固有 元 ,与 假定 矛盾 . 因此 , x, € T, RE, B x。 
ET 的 内 点 .于 是 
grad®, (x,)=2ars + F(x,)= 0, 
即 
F(x) = -2axr,, Ve 


因此 ,每 个 x。 都 是 下 的 固有 元 . 但 由 (1*91) 式 知 
Qi, a5 € (0, I 'E 2), 1 a7 x, Ts 


故 |x,| 共 有 c 个. 
在 f(9)< Mo 的 情形 ,证 明 与 上 述 m< f(9) 的 情形 类 似 ， 
这 时 代替 泛 函 (1.88) 式 , AU EE IZ ER 


BD (x)= —-a(x,x) t f(x), "Od Iz apes 


(fro) = Mo), 它 在 五 上 是 弱 上 半 连 续 的 ;和 (1.91) 式 相当 的 
式 子 是 
F(x,)-2az,, Va€(0, "de APO. 


($,(r,)* spe, (x), 详细 情况 从 略 . 证 完 . 
注 5 从 定理 1.8 的 证 明 过 程 可 知 :在 定理 1.8 的 条 件 下 ， 
必 是 下 面 两 种 情况 之 一 : 
CI OF EARE S,(0« r« * oo) Edp ELE RTL C, 
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Cii )F B3 11 8p (8L 75 39 AKE- v,0) XX (0, c), 35 € c0. 
例 1.9 考察 Hammerstein 积分 算 子 
hg(z)= | eG) frs eds, — (1-92) 
其 中 G 是 RY 中 可 测 集 ,0< mesG x + o», f(r, u) E 
Caratheodory 条 件 . 假定 
(2) Ly 正定 核 (zy) 满 足 | | 1A(z,y)1drdy< + 
GJ G 
(22); 
(5) f Cx , uil IET AREA 
| fCr, u)| &a(x) * blul^^!, 
其 中 5>0,e(zjE LG), * T c1. 
则 对 任何 0< r« + %, 算 子 A 在 空间 Lv,(G) 的 球 T, = 
Ie€ L,(G)| lol € c pig ST RS c 个 固有 元 , c XXE 


的 势 . 
”证 同 于 例 1.6. 的 讨论 ,4A= Kf 开 与 由 (1.43) 式 与 (1 
44) 式 给 出 . 这 时 , (1.45) 式 也 成 立 . 考察 L,(G) 上 的 泛 函 : 


v(9)-7 (Hg), ; (1:93) 
其 中 更 (p) 由 (1:48) 式 给 出 . Bi (1:49) CART 
gradV(g9) - H'fHj, V4C€L3;(G). (1:94) 


4 Hy- 9€ LG) | K297 0|, W Ho 是,(G) 的 一 个 子 空 
H. FB H, 表 Ho 在 L,(G) 中 的 直 交 补 , 即 H, = L0(G)OH,, 
则 工 ,(G)= Ho 中 Hi, 且 Hi 关 101( 因 车 Hi= 101, 则 H= L, 
(G), Am K = 60, 此 与 (x,y) 不 几乎 处 处 为 零 蔬 盾 ). 对 任何 
hEHo, 有 


(H* fHg, h) 7 (fHy, Hy)= (fHy, KA) -0, 
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故 日 "fHyE Hi, YEL: (G). 因此 , 若 将 H* fH 限制 在 Hi 
上 , 则 五 *fH:; Hi>Hi; 再 将 亚 (y) 限 制 在 H, EGE vy) 
HUS H, EZK), DAE H, 上 讨论 ) 

grad W(g) - H'fHj, YEH. (1:95) 
由 于 H*fH:H >H, 全 连续 , 故 wv(94)J& H, 上 的 弱 连 续 泛 
函 .于 是 ,将 定理 1.8 应 用 于 实 Hilbert 空间 H, 上 可 知 :对 任何 
0< r« + o, T. H' tH 在 空间 Hi 的 球 T, = IgE 
Hil|iy1l<ri! 中 必 有 < 个 固有 元 (这 里 xi 满足 nd HE er. 
| HI H: L(G) 习 L(G) 的 范 数 ), 设 它们 是 1y,1(aE€A= 
(0,1), 诸 pa 互 不 相同 ), 即 

H'fHj,— udo» p, ER!, ja#¥0, a€A. 
于 是 ,用 互 作用 上 式 两 端 , 得 到 
AQ, 7 aas VaCA, (1:96) 

其 中 pe =Hp EL (G). 显然 o0, BË o, = 9, 即 有 K2 g, 
= Hg, = 0, 8C 9, € H,, TH y, € Hu, GS 9,7 0,7F T .因此 
e. 都 是 A 的 固有 元 . 下 证 

al aE, aa pa 天 go， (1:97) 


事实 上 , 若 pa, = Pap BI KE(Y。 7 a, ) = 0, E Ya, 7 Da, € Ho: 
但 显然 pa - V. € Hi, 因 此 必 有 Ja,- qu 0, BI pa = Ya ES 
aia; 矛盾 . 于 是 由 (1.97) 式 知 , 诸 | ys1(a€ A) JE cT. 
另外 又 有 | | 

[eA SIHI SIHI rr vVa€a. 
证 完 . 


442 


$2 最 速 下 降 法 
i H dé 3: Hilbert 空间 , F: H>H 是 梯度 算 子 , 即 存在 泛 
K FIHRfEF(x)-gradf(x), Vx € H. ÆRE 
F(x)-28 (2:1) 
的 解 . 由 定理 1.4 知 , 若 f(x) TE x" € 日 处 达到 极 小 值 , 则 
Xx“ 必 是 方程 (2.1) 的 解 . RISK x" 呢 ?” 常 可 用 下 面 的 思想 :从 
某 初 值 zo€ HUE, 我 们 希望 能 沿 H 中 某 曲线 x = zx (i) 最 后 
到 达 xt. 很 自然 地 ,我 们 应 要 求 沿 此 曲线 , 泛 函 f 的 值 下 降 
得 最 快 , 即 在 曲线 上 的 每 一 点 x Ab, 曲线 前 进 的 方向 都 正好 是 
ZR f 的 值 减少 最 多 的 方向 , 亦 即 是 -gradf(zx)= 一 F(z) 的 
方向 . 因此 , 此 曲线 xz = xz(z) 应 满足 Hilbert 空间 中 的 常 微分 方 
程 初 值 问 题 


dz 

0 

i :- F(x) E 
x(0)- ro | 


可 以 想象 ,在 一 定 的 条 件 下 ， Jim z(t) 存 在 ， 其 极限 r“ 就 是 汉 
B f 的 极 小 点 , 从 而 是 方程 (2:1) 的 解 . 满足 初 值 问题 (2.2) 的 
fE x= x(z) 叫 做 f 的 最 速 下 降 流 线 ;利用 最 速 下 降 流 线 来 研究 
ZR f 的 极 值 点 和 临界 点 的 方法 , 叫做 最 速 下 降 法 . 

注 1 如 果 不 考虑 连续 的 最 速 下 降 流 线 x=x(t), 而 只 考 
虑 离散 的 迁 代 序 列 , 则 可 得 离散 的 最 速 下 降 程序 ,参见 [126] , 

由 于 初 值 问题 (2.2) 是 Banach 空间 中 常 微分 方程 初 值 问题 
的 特例 , 故 作 为 预备 知识 , 介绍 几 个 下 面 将 要 用 到 的 有 关 


Banach 空间 常 微分 方程 理论 的 重要 定理 (参见 [8], (70) , (140) ) . 
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设 E 3: Banach 空间 , tp € R!, x9 € E. 考察 Banach 空间 
E 中 常 微分 方程 的 初 值 问题 
dr _ 
| 至 = pi, 2), 


x(19) 9 xg. 


(2:3) 


SJ=[to-za, tota], S= Ix € El] x - xo] &bl(a 20, 52 
0). 
定理 2.1( 存 在 惟一 性 定理 ) 设 f:J XxX SE 连续 , 且 关 于 
x 满足 Lipschitz 条件: —— 
|F, r1) -ft, r) | SK | z1- zal, 


Y(t, x1), (t, z2)EJ XS, (2:4) 
则 对 任何 满足 条 件 . 
0« ó € minia, z xl (2*5) 


的 5( 其 中 M= sup. ,f(z,z)), 初 值 问题 (2.3) 在 Js=[io 
-6,to+6] 上 满足 x(1)ES 的 解 z(z) 必 存在 惟一 . 
证 首先 注意 
M= sup |f, z)|< * o. (2-6) 


(e 2)€ Jx S 


事实 上 ,由 于 | FG, o) Æ (€ J 的 连续 实 函 数 , 故 有 界 , 从 而 由 


(2.4) 式 知 
IA, ref r) = fox] + fl, ro) 

SK| z- xol + [fC x] 
Kb + sup] f(t, zo) |< + e, 

故 (2:6) 式 成 立 . 

其 次 ,由 于 f(z,x) 连 续 , 故 问题 (2.3) 的 解 x = x (DDR 
有 连续 导数 , 即 属于 C! . 
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利用 第 一 章 定理 3.2( i) Cil), 250: 8181 (2: 3) RF. C 
的 解 等 价 于 Banach 空间 积分 方程 
r(t)2z9* I fs, x Cs))ds (2-7) 
属于 C 的 解 ( 即 连续 解 ). 因此 , 下 面 只 需 证 明 : 方 程 (2.7) 在 Je 
上 满足 z(i)ES 的 解 存在 惟一 .用 COS, EX J 上 一 切 连续 
的 抽象 函数 z= r(2):J;— E 所 构成 的 Banach 空间 , 其 范 数 为 
lzjlec=maxlz(o1 $ D= 1x G)€ CGs E)| 1x CO 7 zol 


«b VICIS E D E CU, EE) 中 的 闭 集 . 考察 算 子 
Fr(2) 7 xe | fG n G)ds. (2-8). 

若 z(t)ED, 则 当 EJs T 
Irc ad - |f Poe 


故 Fr(1)€ D. 因此 , F: DD. 另外 , 当 rlt) y(t)E€ED 时 ， 
由 (2.4) 式 知 ; 当 1€ J 时 有 


| FxG)- Fy) | = p [flx, x6G)) 7 FCs, y Cs)) lds 


x: M6 € b, 


S Kà (max z (s) - 3G)» Kx- vlc. 


从 而 
| Ez - Fylealz- yl Vx »€D, (2-9) 
其 中 ,根据 (2.5$) 式 ,gog = Ko«1. 因此 , F: DD 是 一 个 压缩 映 
R. 于 是 ,根据 压缩 映 象 原理 知 , F 在 D 中 具有 惟一 的 不 动 点 
x “(1), 即 方程 (2.7) 在 D 中 具有 惟一 解 x= rt (GO). 证 完 . 
注 2 根据 压缩 映 象 原理 可 知 ; 初 值 问 题 (2.3) 的 惟一 解 x 


=r" (t) HAREA 
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ee ER | A ts) 


(n=1,2,:), xo(t)=xo, (2.10) 
求 出 , 即 有 jz 一 站 一 0(a 一 co), 并 具有 几何 级 数 的 收敛 速 
£lz-z:'120(7, t gq= KS<1. 

注 3 上 述 定理 2.1 表明 ,古典 常 微分 方程 论 中 的 Picard 
定理 (存在 惟一 性 定理 ), 对 于 抽象 的 Banach. 空间 常 微分 方程 仍 
ARL. 但 Peano 定理 (存在 性 定理 ), 对 于 Banach 空间 中 的 常 
微分 方程 ,就 不 再 成 立 了 , 即 F(t,z) 的 连续 性 保证 不 了 问题 (2 
“3) 解 的 存在 性 (可 以 举 出 这 种 例子 ,参看 [70] 、[140] ) . 为 保证 
问题 (2.3) 解 的 存在 性 , 就 必须 再 加 上 一 定 的 条 件 , 即 加 上 所 谓 
紧 型 条 件 或 耗 散 型 条 件 ( 参 看 [70] [140] ), 例如 ,第 二 章 例 5.3 
中 所 加 的 有 关 非 紧 性 测度 的 不 等 式 , 就 是 一 种 紧 型 条 件 . 

定理 2.2( 解 的 延 拓 ) 设 U EE 中 开 集 , f: RIXx UAE 
连续 , 且 关 于 x 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ( 即 对 任何 点 (z,z)E 
R' x U, 都 存在 t 899539], 与 x 的 邻 域 S,, 使 Fr x) EJ, X 
S, EXT x 满足 Lipschitz 条 件 ), x; € U, 则 初 值 问题 (2.3) 的 
解 必 可 从 右边 惟一 地 延 拓 到 某 最 大 的 区 间 [ os 9) EC gi 
œ), HÆ 7< + om H lim z(z) =x 存在 , 则 必 有 r* EIU 
(OU R UAR) E x= x(z) 也 可 从 左边 惟一 地 延 拓 到 某 
最 大 区 间 ( ,to0] 上 (~ eo 6), EU - oo « E TER. lim x(1)= 
z. PE, WUE r, E9U. 

证 只 须 证 明 从 右边 延 拓 的 结论 (从 左边 延 拓 的 结论 , 证明 
类 似 ). 分 下 面 几 跋 : 

(1) 解 的 可 延 拓 性 ; 由 定理 2.1, 存在 09 7 0, 问题 (2.3) 在 
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[tos tot 89] EHE x m xo (2). $ tm tot ôo x17 zolz). 
由 假定 , f(z, x) TECH, i) 的 某 邻 域内 也 满足 Lipschitz 2& fF, A 
此 ,将 定理 2.1 应 用 于 初 值 问 题 


dz - 
fl, a), onm 
r(ti)- x, 
可 知 存 在 64 0, 使 问题 (2.11) 在 [21， ti t 61] 上 有 和解 rca). 
AN 
4 


z aa totti; 
r(t)- 
xilt), n KftX t), 
则 zx=z(i) 是 问题 (2.3) 在 [zo,to+bo+60i] 上 的 解 (注意 ,= 
(z) 在 [to, to+ 60+61] 上 属于 C!), 即 解 z(t) 是 zxo(z) 解 的 延 
拓 . 同样 ,可 将 解 x(z) 再 向 右 延 拓 . 这 样 继续 下 去 , 就 可 将 原 
来 的 局 部 解 x = zo(z) 从 右边 延 拓 到 某 一 区 间 [zo, pE. 
(2) 解 的 惟一 性 ; 设 x = X1005 x = X,(z) 是 初 值 问 题 (2 
3) 在 [zo, 8) 上 的 两 个 解 . 我 们 证 明 
Xi()8X;G), Vi€[n B). (2-12) 
事实 上 , 令 T= lr€[n, | Xi 7 X400]. & 4 20, 50, 
使 定理 2.1 条 件 满足 (7, S 的 意义 见 定理 2.1), 由 X,00) 5) X, 
(1) 的 连续 性 , 可 取 8 >0 充分 小 ,使 6< 68- co 且 满足 (2.5) 式 ， 
并 且 使 
X(t), KA(t)ES, Vt€lt, to* 8] (2:13) 
由 定理 2. 1, E23) 75 2 [207 8, t9 t 8] ERE r()ES 
PSIRIENE..UBRON:-r:'0.09- 
r'(t), to— 0t toi 
a 
Xil); StSt * ð, 
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r'(t) to~ ôSt< to; 
atoia os toSXtStot ò, 

则 zt) 与 za(r) 都 是 问题 (2.3) 在 ji 上 的 解 , HRE ria) E 
S, rs(1)ES. 于 是 ,根据 惟一 性 定理 知 , x1(1) 夺 zs(1), VE 
Js BG, X, C(r)89 X40), V to 所 1 所 to + 0. HIERTA, [to to 
+S]jCT, 故 了 了 天马 .下 证 了 是 [zo,8) 的 开 集 . SEE, UE t 
€ T. ty Lh. & r= Xi(t)9 Xi(1). Ra 20, 5,0 R 
分 小 ,使 flt, r) ŒJ X S EXF x 满足 Lipschitz 条 件 ,这 里 
Ji=[ti -ai ti tai], S= [rEE| Je~ zib}. 于 是 根据 
X100 5 Xz(t) 的 连续 性 以 及 定理 2.1 知 ,可取 0, >0 充分 小 ， 
使 当 EJ, - [n 70, ti * 81)BT, TES X: (0€ S, X2(1)€ 
S, 并 且 初 值 问题 (2'11) 在 Ja 上 满足 r(t) € S, 的 解 存在 惟 
一 I5 XQ,G)S X(t) E Js, 上 的 限制 都 是 这 样 的 解 ， 因此 ， 
X(t) = X(t), YVE J CT. FÆ, T Alto DHFR 
获 证 . 另外 , 由 外/ (4) 与 X,(z) 的 连续 性 ,显然 可 知 T Æl to 
MHAR. 于 是 工 是 [io, 8) 的 非 空 的 既 开 又 闭 的 集 . 但 [zxo， 
B) 是 连通 的 (拓扑 空间 [ to, 6) 显然 是 道路 连通 的 , 从 而 必 是 连 
通 的 ,参看 [24] ), 故 必 有 T= [to, AAE T Jé[ co, 8) 的 真子 
S8, (24,8) TUT,, T STi [zo, 8 N TREL to, 8) 的 非 
EFR, 且 互 不 相交 ,此 与 [zo, 8) 的 连通 性 矛盾 ) . 于 是 (1.:12) 
获 证 . 

(3) 解 的 最 大 存在 区 间 的 存在 性 : 令 V 表 初 值 问题 (2.3) 的 
所 有 的 解 (to 向 右 ) 所 成 的 集 , 即 V = e GO x GRE XE to. 
BAE ELTE [ t9, B;) 上 是 问题 (2.3) 的 解 | . 设 n1 (0 € V, r 
(z)€ V, 则 由 第 (2) 段 惟一 性 的 讨论 , 知 在 [ro, 868) 上 (B= 
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min | bro B, 1), x, (Cz) xa C1). zi 77 sup... 则 pt oo, H 


[5] (2*3) 4E to 7) 上 存在 惟一 解 , [to q) T RE RETE E AI 
大 区 间 . 


(4) 设 [zt0, 7) 是 问题 (2.3) 解 存在 的 最 大 区 间 , 7< + oo, 
=x(i) 是 问题 (2.3) 在 [to, 7) 上 的 惟一 解 . 又 设 nom 
xz “存在 .下 证 rz GEaU. 

事实 上 ,车 x*E9U0, 由 于 z(t)EU(t1E[to, 2), Hx" 


EU. 令 
x(t), to9XtX 3, 
zo- , 
T 3 t= 9. 
显然 ,z(z) 在 [zio, 四 上 连续 . 我 们 证 明 , zx (z) 在 [io, 9) Ed F8] 
题 (2.3) 的 解 . 令 
ID= arot | fs,7(5))ds, trm. (2.14) 


由 第 一 章 定理 3.2( 首 ) 知 , y(z) 在 [to, 91010, B. 
y (12)= f(t,7(1)), tmt. (2:15) 


又 ,根据 第 一 章 定理 3.2C i) 知 , 当 dg rg 时 


y(1)= zot x'(s)ds= xot z(12) x (5) 9 x (20), 


[4 yG)mz(), tot. 

因此 ,zx(z) 是 问题 (2.3) 在 [zo, 7] 上 的 解 . 由 于 z EU, if 
Gr x MER Gp x" ) 的 领域 内 关于 x 满足 Lipschitz 条 件 , 因此 ， 
根据 定理 2.1 知 :可 取 98>0, 使 初 值 问题 


dz 
7 i). 
f a (2-16) 


r(y)-r', 
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Elg, 9 * 8] ETERERR z= zo(t). TÆ, 显然 抽象 函数 
t9 EE, 
X(1)-7 
xolt), 9&ts5g* 0, 

是 初 值 问题 (2.3) 在 [zto, 9 * 6] E8908, 此 与 [zo, 7) 是 解 的 最 大 
存在 区 介 了 矛盾 . 证 完 ， 

定理 2.3( 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ) 设 U RE 中 开 集 , f: 
R'xU-Ei£5&,HXT r 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , z9 € U. 
设 初 值 问题 (2:3) 的 惟一 解 x = x (tito, x92, 其 向 右 最 大 存在 
KEEL tos 9 (10, x9). 任 给 zo<p8<7(to xo), 则 对 于 任意 给 
EH e >0, 必 存 在 >>0, 使 当 z ES(ror)= {rE 
E| [x - xo| € rH BE 1Co 202. B. 

|n Gites mi) Gto xo) | «e, Vt€[to 8]; (2:17) 
从 而 当 zi 一 zo 时 , x (rito; xi) TEL to, B].E — SERRCT. x (tito, 
xo). 

对 于 向 左 最 大 存在 区 间 (&(zo, xo), tol, 类 似 的 结论 成 立 . 

证 分 两 段 证 明 : 

(1) 先 证 ;VY (to, x9) € R'X U, FE 8>0 及 +>0, 使 在 J 
三 [to0-6, to+6] 上 , x Ctito, zo) 存 在 且 对 任何 t EJs 只 要 
En -a| €rGEH zi z(t; to ro)) z(t; t zf) E Js E 
必 存 在 , 并 且 ; | 
[x (Gti sf) -x(t;to, xo [2] x7 -zil, 

VY :€J;. | (2-18) 

事实 上 , 由 假定 ,存在 a >0,5>0, 使 (2.4) 式 成 立 . 今 取 0< 8 


dia | (Mc. sg, fe, xl ^ 


à 
«5. ep o« 2, « Amin 
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并 令 -= 全 ,下 证 此 2 与 > 即 合乎 要 求 . 由 定理 2.1 知 ,zx(1;10， 
zo) Æ J2, 3 [19 — 284, ty * 20] E f£ fa, 并 且 


[z(t0z0) t€ 1$ - | se E| la dtl - 


于 是 , 当 t4, € Js, | zi -z|€r 时 (x = z (ti; to ro)), 必 有 


EZ -zil<rt+ P = A . S Ji =[ż4- ðn; t +ð], S' = 


!z€E| [zx |l I BR Ji CJa, CJ, S'CS. 故 在 Jo, 
x S' E(2-4)5& tun sr. . 于 是 ,根据 定理 2.1 知 初 值 问题 


xr(t1)= zi 
BERE xm rit zx? ) 在 J23=[zi 一 26,t1+26] 上 存在 , 且 
IxGti rr 2|t€JSI1CS* . BA JACI. B xit xD) 
在 js 上 存在 . 另外 , 由 解 的 惟一 性 知 


altyt xji)F*x(tito, xo), V iE s. (2.19) 
有 
zzzD=xi+ | fG, x sit, x1))ds, tE, 
zlto ar)= ar + f fls, rsyti, xi ))ds, 1 EJs. 
从 而 注意 到 (2.4) 式 , 知 


|zCG tio x27 xGiti xil 
«xr - zl 十 [FCs x(s;t1, zr )) 


- f(s, xGsti x1)) |ds 
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<fr -alex |elsitoxi) 


-x(ssti, xi) |ds 


= wlt), Vi Ert t Ó. (2-20) 
显然 ， 
w(t) = Krsto) xti) ; 
V n tO, 
从 而 再 由 (2.20) 式 得 -— 
w'G)s&kw(t), Vt &tsto t 8 (2:21) 
因此 


Lle Kiwi) J= e Cu Q) 7 Ki COS, 


V tru IQ t O, 
Be Fw) ns tot 8] 上 的 减 函 数 ,从 而 


e Fw(t)&e wlt =e Kulzer > xil, 


BUR 
we mut xnl V nsSrR t 9- 
E EAN 
Jelto ai) alitor |K etr ; 
V rto t Ó. 
同 理 可 证 
| 一生 Nee Mer -a ; 
| V 19 - di1EH. 
于 是 有 


> 


Jeltz) altto a| |r Xl 
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V t€ J;. (2:22) 


但 因 8<j 守 , 故 由 (2*22) 式 及 (2.19) 式 即 知 (2.18) 式 成 立 . 

(2) 现 在 证 明定 理 的 结论 . 设 已 给 10o<B<y(to, x9), E> 

0. 由 (1) 的 结论 , 对 任何 :* Elro 8], FE 9,7 20 X r >o, 

使 得 对 任何 E Ja. =[t* 85 t +6,"], 只 要 |z? xn] 

rr (r=r(tyt’ ,x t) = ;to zo)) r(t;ti, rr) 在 
Ji .上 必 存 在 ,并 且 

rst, zr )- z(t;t’, x )|<2) rr -zl, 
VEs.. (2:23) 


BP Ja mtt tae € C BIRT Ces. A] 

的 一 个 开 覆 盖 , CER TTE SEXE FE, 存在 [zo, 818] — 178 FR OT E 

ai |J» Go 62, nic ^T^ i to € Js Jo, 的 右 端点 ti + 

5JRTJ, G=1,2, =, m-1), BEJ; . 4 r>0, f 27 

min | Paa os | 下 证 此 r 即 符合 要 求 . i ri € SCr, r), 

Wi] x =- xo] <r<r,, 故 由 上 述 结论 知 , zx(z; to zi) 在 Jy 上 存 

在 , 且 i 

lx Gto zi) - Gti P) [<2] z1- xol. 

Y1€J,, (2-24) 

其 中 rO = arlisto zo). 由 解 的 惟一 性 知 , (tit roma 

(tito, xo) X (2:24) CN 

| zC; tos x) 7 x Gto xz | 2] z1- xol x2r. 
VEJ " (2:25) 
453 


在 (2*25) 式 中 令 1=t1+6, =t, xt ox | 2r n, X 
Eri ESOLCN ;to, xı), ro - ax ; tos ro). 由 假定 tl € Ja, 
再 利用 上 述 结论 知 , z(t;t? xr E Jo. 上 存在 , 且 
lxGitt zi) -altita t | 2) rr -zo | «4r, 
VEJ . (2:26) 
KB r =z(iitozo). 由 惟一 性 , x(t; tz, x?) x tito, 
ro). 又 ,显然 rlt;ti xt )ÆŒ xr ito, x) 9 BU RETR, BI x(t; tos 
xı) TE Js, 上 也 存在 (在 其 上 , x(t;to, xrj)exGOst. xi )). 于 
是 , (2.26) 式 为 
z(to0, zı) = z(t;to, zo)|<4r, ViEJs . (2:27) 
这 样 一 直 继续 下 去 , 可 知 z(z; tor) Eh ，…, J。 上 都 存在 ， 
H 
| xG ito zi 7 xG ite x) «2^, VtEJ , 
k-3,4,:5,m. (2:28) 
Hi(2:25). (2:27), (2-28 HERC, 并 注意 到 PE J 以 及 2”r < 
min | A Hl, 即 知 7(t0， zl1)>B, 并 且 (2.17) 式 成 立 : 
对 于 向 左 最 大 存在 区 间 (&《io, zo), ioj 的 结论 ,可 类 似 地 证 


明 . 证 完 . 
现在 ,我 们 回 到 最 速 下 降 法 问题 . 考察 最 速 下 降 流 线 的 方 
fQ-2). 


定理 2.4 iW H dé X Hilbert 空间 , f: HR 是 C' iE. 

iE F(x)=grad f(x)(YxEH) 在 日 上 满足 局 部 Lipschitz 条 

件 . 那 末 , 若 /在 互 上 有 下 (上 ) 界 , 则 对 任何 z€ H, 初 值 问题 
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(2.2) 的 惟一 解 — x (i) 的 向 右 最 大 存在 区 间 为 [0, +) 
左 最 大 存在 区 间 为 (一 %,0]), 并且 ,存在 常数 8>0, 使 
lz(t2)- r(t) [<el], 
V 5,25 €[0, + 2(V 5, žżE€(-œ,0]). (2-29) 
证 只 证 向 右 最 大 存在 区 间 的 情况 (假定 F3EH EST 
界 ). 根据 定理 2.2( 令 其 中 的 U= 五 ) 知 ,问题 (2.2) 的 惟一 解 x 
= rx(z) 的 向 右 最 大 存在 区 间 是 存在 的 , 设 为 [0, y), 有 
S EGG) GGG» a (1) = CG QD. 2 (0) 


--|x(DH YELO, x), (2-30) 
故 f(z(t)) 是 [0, 7) 上 的 减 函 数 ( 即 沿 着 z= art), f(z) 是 下 
MEAT). 由 假定 c= ipff(z) 是 有 限 数 , 从 而 
cf(r(t))Ef( zo), YELO, 7). 
另外 , 当 0:5 < 1€ ;时 ,根据 第 一 章 定理 3.2( i ), 并 注意 到 
(2.30) 式 ,有 
Iz G2 7 z()] 


- In x (id 


< [P lroa 
, i 
«[J leo Pas | cs - t2)? 


1 
:(- | [aro Jac" os 
= fit = fGGmptio i) 


Cf Gr) 7 c)? (5 7 £3. (2-31) 
因此 , 如果 7< + co, 则 由 (2.31) 式 知 :当时 55 2 70,8 
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| x C32 7 2C] 0. 于 是 根据 H 的 完备 性 知 ， IRRE lim z(e) 
=r" EH ẸE . 但 由 定理 2.2 知 , zx” €2H, mH = Ø, W4 
出 矛盾 . 因此 必 有 =+. 另外 ,由 (2.31) 式 即 知 (2.29) 式 
注 4 € fFiHoR! X CH XB, B E-—3xx3.4CI ) 
易 知 , F(x)=gradf(x) 在 及 上 满足 局 部 Lipschitz & ff . 
定理 2.5 dE H Jé X Hilbert 空间 , S (zxo,r)= 
Iz€ | |r- xo] «cH H PFR EH, r>0). 8 f:S 
(xo, r) >R! J& C? iE :&, HLfETE OR X c>0, 使 
GF Gh, A)Zclh|l?^, Vx€S(xsr), REH. (2:32) 
又 设 | £C] c^! « r. WRO ) 初 值 问题 (2.2)( 其 中 FG) = 
gradfr(z), V x € S( xo, r)) IE — SE x= x(t) 的 向 右 最 大 存在 
区 间 是 [0， +œ), JFE lim e(z) = rx "存在, r" ES(xo, r), 
敛 速率 是 
|z(1)~-xz*|=O(e “)(t—>+ 99). (2:33) 
Cli f(x)» f(x'*), V €SG r) xxt BB xt dé fx) 
S(zo,zr) 中 的 严格 最 小 值 点 ;( 前)z ”是 方程 (2.1) 在 SC nr) 
中 的 惟一 解 . 
证 (1 ) 设 问题 (2.2) 的 惟一 解 z= zx(1) 的 向 右 最 大 存在 
区 间 是 [0, 9). 显然 , (2 30) 式 成 立 . 由 于 /属于 CLR xD 
€ C'([0, 7)), 并 且 
Zit)= 天 (zi))z(t)， YELO, g). | (2:34) 
于 是 由 (2.34) 式 与 (2.32) 式 知 
aC) 2G" G) 20) 
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UPD»m w 


-—-2C(fGQG) x (t), x G) 

«-2c|]x/G)|]2,  V2€[0, x), 
从 而 

cC pnto po ee (El CO 2e "COP eco, 
故 e?" | zc) 用 是 0 和 :<7 上 的 减 函数 , 因此 
læ (DIK iz obe 7 F Croes, 
V :€[0, 5). (2:35) 

由 此 可 知 


1z(z) -zol = li x'(s)ds 


<fi leash dl f, eras 
«IP Gol, ceto, p. (2-36) 
同样 , B (2-35) 3I, 34 Or X rS X 7 if, A 


IxG3-zG)0]-7 上 小 «coss 


«Ir Co c "ds. (2:37) 


如 果 7< + o0, Mi (2:37) X51, lim zx (1) = z “存在 , 从 而 根 
据 定 理 2.2 知 ,rz"E3S(zo,r); 但 由 (2.36) 式 知 

1z xd If Gol:e!«r, (2:38) 
故 r'€S(ry r), W5 x' €aS(xo r) FE. 由 此 可 知 g= 十 


o». 由 (2,37) 式 , 注意 到 无 穷 积分 | eds Weet, MA lim z 


(1)= zx" 存在 , 且 由 (236) 式 知 (2.38) 式 成 立 ,从 而 xz" € S 


(zor). 另外 ,在 (2.37) 式 中 记 t = ,并 让 t2 + 00 RRR, 
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1z* Col f Go]: [e ism (ze tess, 
故 (2.33) 式 成 立 . 

Cii ) 由 (2.35) 式 知 

lim x (1)= 9, 
从 而 

f(z°)= Fz")= lim F(z(1))= - lim z(t)=0. (2:39) 
于 是 , 当 XE€S(xo，, r) 时 ,有 

fao fn f (F(xr*'*t(r-r'),x-zr')dt, 

而 
(fat px ppt ca 

—U0 op utr—-x9)- ft m) 

2 (f(z'-tst(r-r')u(r-z')zr-z')ds 
故 由 (2.32) 式 , 知 

f(r)- flx") 
1 1 
=Í tdt | (F(z t s(r-x')(r-x')»zx-r')ds 
0 0 
>| tlz-z" ld=clz-z" lt, (2-40) 
0 á 
由 此 即 知 f(x)» f(x"), YrESlro r) rAr”. 

(i ) HI (2-39) RAD, x " J&Z FE (2- 1R. 对 任何 x, y € 
S(xo, r), 9 e(t) -CF(x t (yx), y x). 于 是 由 中 值 定 
HA, 存在 0<r<1, 使 pg(1) - pg(0)= gp(r). 注 意 到 (2.:32) 
式 , 可 得 

(F(y) - F(x),y-7z)= 9(1)- 9(0) 7 g' (r) 
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-(F(xtr(y-zx)(y-zx)y-x) 
>cly-zl?. (2:41) 
B (2: 41) 3X BAI, Jr E (2: 1) 4E So, r) I, ER x" 外 无 其 他 解 
(注意 ,由 (2.41) 式 知 ,下 是 S(zo,r) 中 的 强 单调 映 象 ). 证 完 . 
R dH X Hiber 空间 , f: HR! 是 C? iz ik, HEFE 
常数 <<0, 使 
(f G)h,h)ZclAWF, Vx,A€H. (2:42) 
那 末 (i) 对 任何 xo € H, 初 值 问题 (2'2)( 其 中 F(a) = gradf 
(zr), YrxE 晶 ) 的 惟一 解 xz = z(z) 的 向 右 最 大 存在 区 间 是 [0， 
+ 9),3FH. lim z(t)=xz"E 甩 存在 ,收敛 速率 (2.33) 式 成 立 ; 
(f(z)>f(z*), Vx € HNVix" l, Bl x" & f(x) E H P 
H P^ fi i] (E RR s Cl e * 是 方程 (2.1) 在 H "PME MR 
WE 给 定 zoE 互 后 , 取 ->0 充分 大 ,使 | Coler. 
于 是 ,根据 定理 2.5 即 知 结论 ( i ) 成 立 . 另外 , 注意 到 (2.40) 式 
对 任何 € HX xr, 即 知 结论 ( ii ) 成 立 . 同样 ,注意 到 这 时 
(2.41) 式 对 任何 x, y € H BR SL, BIO ZR E C lll ) SI . 证 完 . 
注 5 本 系 的 结论 和 第 四 章 定理 2.4 的 结论 密切 相关 , 但 
所 使 用 的 方法 不 同 : 本 系 使 用 的 是 最 速 下 降 法 , 而 第 四 章 定理 
2.4 使 用 的 是 单调 算 子 的 理论 . 
定义 2.1 iX E EX Banach 空间 , f: E—R' Æ C ZK. 
如 果 e| CE, f(x) 有 界 , 广 (z) 一 0 蕴涵 | zs 有 收敛 子 列 ， 
则 称 证 函 F(z) 满 足 Palais Smale 条 件 , 简称 P.S. 条 件 . 
注 6 P.S. 条件 显然 是 一 种 紧 型 条 件 , Æ H R.S. Palais 和 
S. Smale 引入 的 ( 见 [146] ). 很 明显 , 对 于 Cl iH FIER, 3 
f:E>R' R HARER FIE—E'XEGREBM,fXE 


P.S. 条 件 . 
459 


定理 2.6 i H ÆX Hilbert 空间 , f: H— R! 是 C! i£ iR, 
AFR, FEWE P.S. FA. Xii gradf( x): H>H 满足 局 部 
Lipschitz 条 件 . R, f EH 上 必 达 到 最 小 值 , 即 存 在 zx”*E H, 


使 
Flr”) = inff(z); (2:43) 


从 而 x “是 方程 (2.1) 的 解 (其 中 F(x)=gradf(x), V x € H). 

证 由 于 了 有 下 界 , 故 c = inf/(z) 是 有 限 数 .假定 没有 
ZX “EE€ 昌 ,使 (2-43) 式 成 立 ,于 是 必 有 rz>0 存在 ,使 方程 (2.1) 在 
E fea jzE 互 |F(z) 委 c+ rl 内 无 解 (事实 上 , 若 不 然 , 存在 
z,€ Hu c& fGr,)&c LlB f) FG) (51,2, 
cO. 从 而 根据 P.S. RIH, FE e, | 的 子 列 x, 一 x" € 五 ,由 此 
Al f(r')-7c,7 JR). 显然 Fo 0. ER zo€f;,, 根 据 定 
理 2.4, 初 值 问 题 (2.2) 的 惟一 解 x = z(t) 的 向 右 最 大 存在 区 间 
是 [0, + oo). 我 们 有 

Af Gc) U Gr) z (0) 


-(F(xG),F(xQG))--]FGG)FP 
V :€ [0, + oo). (2:44) 


故 fx CLE 1 € [0, + %) 的 减 函 数 ,因此 
cS f(x() mf, VELO, +). (2.45) 


又 由 (2.44) 式 知 
e<l) = fGy - | FCC) l?d, 
ViE[0, +œ), 
由 此 可 知 ,无 穷 积分 | ”| F(z(z)) [Pdr 收敛 ,从 而 必 有 
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Jim | Fr 2))] 70, 
即 存在 t, 一 + œ, {E | F(CxCn))|0. t (2-45) Hl E f(x 
G,)) URS. 于 是 , 根据 P.S. 条 件 知 , 存在 Ex CO BFF x 
(t,)-*x € H. W F(x) 7. lim F(z(4t))= 06,JEH, ERAO 
45) CRI, Cc) = lim flr (5, )) S fé ro) e + c, Afi z € 
上 :此 显然 与 前 面 的 结论 矛盾 . 证 完 . 
上 面 所 讲 的 最 速 下 降 法 只 对 于 实 Hilbert 空间 适用 , 对 于 一 


般 的 实 Banach 空间 E, 由 于 gradf: EE" mi JEE, 而 一 般 


地 EZE* , 故 初 值 问题 (2.2) 没 有 意义 . SS HONDA 
思想 推广 到 一 般 的 实 Banach 空间 , 须要 推广 梯度 算 子 的 概念 ， 
HH, R.S. Palais 引进 了 擅 梯 度 算 子 的 概念 . 

定义 2.2 设 E 是 实 Banach 空间 , f: E— R! Æ C! i£ iR, f 
(r)sÉcont. $ K- Ix € E| f(x) 20], X- EN K. TJÉ X 
是 EE 的 非 空 EFR. ALERT v: X E 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 
而 且 满足 

Cihoe) <21 fC), vxex; 

CID GO, v(Gz)) >F), Vx€ x, 
(CF Cz), vCx DEZ IR f (13)€ E" ERIT OUR v(x)€ E 的 
值 ), DU PR v 是 泛 函 了 的 一 个 伪 梯 度 算 子 . 

注 7 BODEA), AGO «16921 «217 2l, 
Vx€x. 

定理 2.7 (Palais) Wb E JÉ3E Banach 空间 , f: E— R! 是 
C! ZR, H f(x )Éconst. 则 /的 伪 梯 度 算 子 必定 存在 . 


证 任 给 x, € X. 由 于 (xo) 关 90, WEE wo € E, 
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| wol =1, E Ge)» FIr GJ. 4 
w= 3 | owo (2:46) 


jul vo] «2] f Gol. CF Go. vo) > |F Gol?. 由 f(x) 的 

连续 性 知 , 存在 zo 的 某 邻 域 N(zo)CX, 使 

| vo] «21/4 GOl.. CF GO 9 2 1E GOV, 
Vx€ Nx). (2-47) 
FE, [ING | xo€ X WRX 的 一 个 开 覆 盖 . 根据 距离 空间 
的 仿 紧 性 (第 一 章 引 理 2. 2) 知 , 存在 X 008 — FAA 
[U.la€ A], 它 是 局 部 有 限 的 ,并 且 精 于 | N(xzo)|zoEX|. 令 
A,(x)7dist(zx,EN U,), Va€A. (2:48) 
易 知 

la.GO-A GO Slr- yl, Vr,yEE. (2:49) 
令 1(z) = Sià (£), VEX. 由 于 | U,|a€ 4 是 局 部 有 限 


的 , 故 当 zEX 时 ，2)X。(zx) 实 际 是 有 限 项 的 和 (其 余 各 项 均 为 


LAG) 
Ha( IT)= (x) , 


WOSKI, Du =1( 只 是 有 限 项 的 和 ). HE, H lU, |a € 
a€4 à 


A1 的 局 部 有 限 性 以 及 (2.49) 式 , 不 难 证 明 Cc) X 上 满足 

局 部 Lipschitz 条 件 . 对 任何 a € A, MF {Ule E 4A4} 精 于 

1N(zxo)|zo€EXI, 故 必 存 在 x, € X, f& U,CN(x,). H v, X 

RAU r, Raro 时 由 (2.46) 式 定义 的 元 素 . 于 是 由 (2.47) 式 知 
Joh «21£/C9l, GG) v2 >I GO I2, 


VEX. (2:50) 
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VrC€N(zx,). (2-51) 
现在 令 
v(x)- Do palz) vas VxCX. (2-52) 
下 证 此 v(xz) 即 是 f 的 伪 梯 度 . 首先 ,由 | Ula EARRA 
限 性 , 知 对 每 一 个 xEX, (2.52) 式 右 端 实际 是 有 限 项 的 和 (从 
而 v(x) 有 意义 ), 并 且 易 知 v(z) 在 X 上 满足 局 部 Lipschitz 条 
ff. 其 次 ,对 zEX, 若 如 (zz)>0( 对 某 acE4), 即 ho(z)>0， 
则 cE LUCNCzo), 从 而 ,由 (2.51) 式 知 
Joal «217 Gl. EC), vad > AF N. 
由 此 可 见 ,对 任何 2€ X8 | 
«Gl 2 la wd (22 G2)20 f Gol 
-21f G)l. 
GG) vG))7 2g G)G CE), va) 


> (20s G)) MGE - IF Cx)? 
证 完 . 

Xs 若 更 设 了 是 偶 泛 函 , 即 F(-z)=(z),YzE 瓦 . 则 
三 存在 奇 的 伪 梯 度 算 子 w 即 mw(-z)= 一 v(xz), VY xEX. 事实 
上 ,这 时 易 知 for) QE fF (-r)--f (x) YIEE, H 
此 知 和 是 关于 零点 0 的 对 称 集 ( 即 若 zEX, 则 必 有 一 x EX)， 
根据 定理 2.7, 存在 三 的 伪 梯度 算 子 vo. v() e LG - 
v((-2)), YLEX. BT X EXT 0 的 对 称 集 , 故 v(z)iX 
IGEGEX,H € fA v:X>E 满 足 局 部 Lipschitz & ft, JE E AR 8 


映射 ( 即 v(—r)-7 —v(x), Vx € X). ki, 3 z€X 时 有 
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leens y Cv Ee Pos Co D 


«i0lfG) 2170 2D 7210/7 GI. 
Cf Ge), v Cx )) 

-IOGhwGcDtlGOCan wa) 
»1béGPÓ eere 
=I F. 

由 此 可 知 ,v 是 的 一 个 伪 梯 度 算 子 ,证 完 

对 于 一 般 的 实 Banach 空间 E, 我 们 可 用 了 的 伪 梯 度 w 来 代 
€ f 的 梯度 下 = gradf, 从 而 ,用 初 值 问题 


dr. : 
fi v(x); ET 


CS BIBEQ(-2), 以 获得 SATER). 于 是 ,就 可 
将 最 速 下 降 法 的 思想 搬 到 实 Banach 空间 上 来 了 . 

定理 2.8 i E Jj XC Banach 空间 , f: ER! 是 C! i£ ii, 
并 有 目 不 恒 为 常数 . 设 roEX=E\K,K=1r€EE|f(x)= 
91, 用 x(t) 表示 初 值 问题 (2.53) 的 惟一 解 (其 中 v(xz) 表 f(x) 
的 伪 梯 度 ), 其 向 右 最 大 存在 区 间 为 [0, $9) . BG 1 f(x (2214€ 
[0, p AR . WRK, 必 存 在 6>0, 使 

EOEPIQUIESIDEPSE 
Vti, 15€ K[0, y) (2-54) 

并 且 有 : 

(1 站) 若 y<+%, 则 Jimz(t)=z FEH xXx”EK( 从 而 
fx )=0); 
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ODE ?= + oo, 则 无 穷 积分 | Lr GG» Par liit . 
证 首先 ,由 定理 2.7 知 广 的 擅 梯 度 算 子 v 存在 ,并 且 根据 
理 2.2 知 , 初 值 问题 (2.53) 具 有 惟一 解 x = rl), 其 向 右 最 大 
存在 区 间 [0, PEE. 我 们 有 
dee) 7 G^ GO C) 
= Fr), GG) -IF GG», 
V r€[0, 5). (2:55) 
故 f(z(1)) 是 1E€ [0, 9) 上 的 严格 减 函数 ( 即 F(z) 沿 = z(z) 
是 严格 下 降 的 , 故 问题 (2.53) 的 解 是 F(z) 的 下 降 流 线 ). 由 假 
定 c=inflF(z(t))|1zE[0, 7) 上 是 有 限 数 , 故 知 
exf(x()mfin), VELO, p. — (256) 
由 (2.55) 式 知 , 24 0t X t< o EET 
fGG) - fGt»« - Fz) ba. (257) 
同时 又 有 
Iso zGo1 - [f son 


< [^ toccco»laeca P Leco»la 


Nie ~ 


i 
‘(£2 ~ tı)? 


«(f lr (zt) ba) 


1 


le) =a) 
<2|Fllt1)) -flr (5 - 19d 


«2f Go) 7 6)2* (05 7 12. (2-58) 
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因此 , (2.54) 式 成 立 . 
(CI) q< +o, Nri (2-58) ATI, lim z(:) = 存在 . 
根据 定理 2.2 知 x" E39X. 因 XX 是 开 集 ,显然 9XCK. 
CIDE 9 — + oo, JU E (2-57) XP 1,20, zs= ,并 注意 
到 (2.56) 式 ,得 
GE - fGGD&fGO c, 


YOL +æ 


由 此 可 知 , | IGO Par liit. 证 完 
定理 2.9 设 EE 是 实 Banach 空间 , f: E— R! Æ C! j£ iR, 
AFR, FEWE P.S. RIF. 那 末 , f EE 上 必 有 最 小 值 , 即 存 
在 x”EE, 使 
f(x’)= inff(z) (2:59) 
从 而 x“ 是 方程 (2.1) 的 解 (其 中 F(x)= gradF(x), V x€ E). 
证 当 f(z) 寺 const.(YxEE) 时 ,定理 的 结论 显然 成 立 . 
故 下 设 f(z) 闫 const. 由 于 了 有 下 界 , 故 c= igff(z) 是 有 限 数 , 
假定 没有 r* EE, 使 (2.59) 式 成 立 ., 于 是 , 必 存 在 c0, 1877 
| 程 (2.1) 在 集 上 := Ix€Elf(x)c t ri 内 无 解 ( 若 不 然 , 必 


存在 r EE, c fn) e laf Gs) e FG) 0 n1, 

2,…; 从 而 ,根据 P.S. 条 件 知 , 存在 [n FF x, 9r" EE, 

由 此 知 SC) e FA). 由 此 可 知 , £4, CX-ENK,K- 

Ix€ E| f'(x)7 01. ER f. E 0. ER € Fs H rlt) 

表 初 值 问题 (2:53 ) 的 惟一 解 (其 中 v(xz) 表 f(xz) 的 伪 梯 度 ), 其 

向 右 最 大 存在 区 间 是 [0, 7). WR 7< + co, 则 由 定理 2.8 n 
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lim x(#)= xX“ 存在 且 x*EK, 从 而 (x*)=F(x*)= 909. 
但 由 (2:56) 式 知 f(r ) 委 Jrzo) 委 ct+r 故 zz Efa 
此 与 前 面 结 论 矛 盾 . 如 果 w= + co, 同样 根据 定理 2.8 知 积分 
[Arc o»Vaciit, jam 
lim [/(zG] 70, 

因此 , 存在 序列 t, oo, f | FG C2) | 50, fi B (2: 56) X Á 

c fx CGU) m fx), (n=1,2,.…). (2-60) 
于 是 ,根据 P.S. 条 件 知 , 存在 |zx(t,)| 的 子 列 x(t, ) € E, 
故 


F(z)=f (x)= lim f'(z(1,)) - 6; 
同时 , 由 (2*60) 式 知 f(x) foro) & c * c, BE r € f. .此 显然 
也 与 前 面 的 结论 矛盾 . 证 完 . 
注 9 定理 2.9 显 然 是 定理 2.6 在 实 Banach 空间 中 的 推广 
和 改进 (去 掉 了 gradf 满足 局 部 Lipschitz 条 件 的 要 求 ). 
有 时 , 不仅 考察 泛 函 的 最 速 下 降 流 线 方程 (2.2)( 其 中 下 = 
gradf), 还 可 考察 f 的 最 速 上 升 流 线 方程 


dx 

| [S£ 2 F(z), 

fa a (2:61) 
x(0)= zo. 


这 样 ,结合 使 用 , 可 得 下 面 的 三 解 定 理 . 

定理 2.10( 见 [144] ) . iE. H ÆX Hilbert 空间 , f: HR! 
是 C! i$ B, F = gradf, Qg = Ix€HI|Ix|«R!, 2, = 
Iz€ H|lx| €«rl, Erf R>r>0 EMDEK. 假定 

CI )F EH BHERUS SESES 上 都 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存 


在 常数 Ks 0, 使 
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lFCz)- FC) &Kslx-»l, Vx,»€S; 

(Hir ICH, [x AR, FC, )77 0 ZR |, 有 收敛 子 
列 ; 

Cii )CF(z), 2220, Vr €9Q,; (F(z), x)«0, YzrEa 
人 2r ;或 者 满足 (F(x), x)<0, Vx€9Q,;(F(),3)20, Vx € 
90g. 那 末 , 方 程 (2.1) 在 Qk 中 至 少 有 三 个 解 ( 即 泛 函 f 在 Qn 
内 至 少 有 三 个 临界 点 ). 

证 就 (F(zx),x)>0, VrE90,;(F(r), xr)<0, Vx €2 
Ar 的 情形 证 之 (第 二 种 情况 的 证 明 类 似 ). 分 以 下 几 段 : 

(1) 考 察 初 值 问题 (2.61), 其 中 x4 € H. 设 它 的 惟一 解 x = 
z(t) 的 向 右 最 大 存在 区 间 是 [0, 9). 则 有 下 列 结 论 : (a) 若 存在 
£4€[0, 5), x(5)€ Nr, WX —9 Elt 3), 8 x(0€ 
Dg; (DE TERE t€ [0, 7), lE xz(z2)E€0,, 则 对 一 切 t Elt, 
q) xG)€0,;() fr) c BERI O E 7i(d) 若 集 
Ix Gb (€ [0, 9) ER, N g= +oo, 且 存在 t> * oo, fË lim x 
(,) = x FE, F(z* ) = 0. 下 面 分 别 证 明 ， 

(a) 若 不 成 立 , 则 必 存 在 t" Elt, g), E x (0 )€20$, B 
4 A<" Bl EA x(€ fg, 从 而 1 zx(z)1 « R. 注意 到 
leal =R, kA 

(F(zx(1°)), x7 )) 2 GT G0) x70) 


= dm cL GG) a) x(1°)) 


> dm lz OP eC eG 


此 与 条 件 ( 前 ) 矛 盾 . 
468 


(b) 若 不 成 立 , 则 必 存 在 £t t< 9, E x(1)€90,, H 
Mora B EA x(00€ R, MAMO « p. 注意 到 
Je] =r, UR 

(F(z(2)), G0) 2 Gr (t), 2 (2) 


- IGcQ- x), x(t)) 


im, t= 


< lim +] EOIR EO a Ea 
<0, 
KIRPI. 
(c) 0t <t2< 时 ,有 


Fala) - fGGD7 [^ [E Jas 


= [E EGD, G»as 
z f; POI (2-62) 


B f rQ))JÉ c 的 增 函 数 . 

(BI Ex (1) [Oct € ?1 有 界 ,根据 条 件 ( i ) 并 利用 第 一 章 
.定理 3.4( |) 易 知 {f(x(t))10 志 :< ER. S * B- sup f(x 
G))« + co. JüBi (2-62) RS Ost «n p BE 


| ]z6G2 7 z(t) = iR «cons 


1 
< 人 lz) Pac zd 


«[8- f(G9)]2* (5 - t1)? (2:63) 


于 是 , 仿 定理 2.4 之 证 ,可 知 ?= + oo. fEQ- 62) = 
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i074 oo, 得 
f EGED [7 EG 
0 0 


<L- flra) <t, 
故 存在 t> + oœ, f£ | FCx n2) | 0. FE, RERI Cil 00, 
TEE | x (GLO FI elt) >r" EH. 显然 ,F(zx*)=0. 

(2) 考 察 初 值 问题 (2.2), 其 中 x4 € H. 设 它 的 惟一 解 x = 
zx(t) 的 向 右 最 大 存在 区 间 是 [0, q). 则 可 类 似 地 证 明 下 列 结 
论 :(a’) 若 存在 n E10, y), 使 (0€ 0, Byxt—9 Elz, 
5,8 xG)€ Qi (b) TEE t5 € [0, 3), E x (25) EQr, 则 对 
—J9] t€ [t9, 3), E x (22€ Nr 2 f Cx H)) & c WaR R CL 0 
<< g (DOER fra) EL 9) IE HS g= +eco 且 存在 
一 + co 使 lim z(1,)  z' FE, F(z") 7 0. 

(3) 本 段 证 明 方程 (2'1) 在 Og NQ, 中 至 少 有 两 个 解 . 4 H 
的 维 数 等 于 1 时 ,有 Qr NO, (- R, - r)UCre, R). ER zo 
E(r, 民 ), 考察 初 值 问题 (2.61), 其 惟一 解 zx = zx(z) 的 向 右 最 
大 存在 区 间 为 [0, 9). 根据 (1) 的 结论 (a) 与 (b), 并 注意 到 
Ix CO | c€ [0, 9) EXER S, COR Ix(GOI8€ 0, 91 C Cr, 
R), ifi iz :£€ (0, 5) AER, FJ TR DE C1) ie Cd) X, 
fff x'€(rR]fü F(z')20. BREA z* €20,, 
xr'€39Qg, Bk x" € (r, R). 同 理 可 证 存在 x**E(-R, -r), 
使 F(c**)20. 即 方程 (2.1) 在 QS NO, 中 至 少 有 两 个 解 . 

TU 瓦 的 维 数 大 于 1; ERO zoE Og \ 0,, 考察 初 值 问题 
(2.61), 其 惟一 解 z= z(z) 的 向 右 最 大 存在 区 间 为 [0, 2). 根 
据 (1) 的 结论 (a) 与 (b) 知 {zx(z)|z€E[0, 9] C Og N 0,, 从 而 
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Ix (| e€ [0, 30) UE E . 于 是 ,根据 (1) 的 结论 (d) 又 知 , 存在 
r'€Qg NV Q,-Og NO,, E F(x") - 0. HOA x" € 
20,,r' €9Qg, KK xz" € Og NQ,. 

BRODI f(z) 在 H "PIERUS 0588 EEG RH, 故 
M= ee, f(x) 是 有 限 数 . 分 三 种 情况 : 

1” 车 f(z") 关 M. WEE rE ND,, 使 f(x1)>f 
(zx * ). 仍 考察 初 值 问题 (2 61), 但 将 其 中 的 zo 换 为 ri. 重复 
上 面 的 讨论 知 ,存在 ri €E Qk\ 0,, 使 F(zrr)= 9, 且 根据 (1) 
结论 (c) 与 (d) 知 f(x? fla) > f(x*), 从 而 xz? ext lk 
z, ri 是 方程 (2.1) 在 QS NO, 中 的 两 个 解 ， 

2. € f(r')-M HFE z7 E Qk NO, f x zu, 
f(x? )=M. 根 据 定理 1.4 知 , F(x2 )= f (x7) 0. 故 这 时 
r',zrj 是 方程 (2.1) 在 Og N Q, 中 的 两 个 解 . 

3” 若 f(z*)=M, 且 f(x)<M, Vx € Og NQü,, x x^ 
. 用 x=z(t, zo) 表 初 值 问题 (2.2) 的 惟一 解 , 其 向 右 最 大 存在 
区 间 是 [0, wy(zo)). 4 D- Og N(Q,UÍIZ 1,36 

Di = |zoED| 存 在 :* €[0, w(xzo0)), 使 xz(z* , 20€ 0,], 

Ds= {xoE€D| 对 一 切 : Ef0, y(xo)), 有 z(t, 29)€ 0,1, 

Di = |xoED| 存 在:" E10,y(z0)), 使 z(t*, 29) € Q4], 

D,7 {zoED| 对 一 切 : [0, w(xo)), 有 z(t, x9) € QR N 

2 |， 
8 D= D, U D2, DiN D: = Ø; D= D; U D4, DS) D, Ø. 
我 们 证 明 D,25 O. 用 反 证 法 . 假定 D4= O, RVA DØ, 


因为 如 果 D= Ø, M D= D. f£ xoE€90,CD, 则 存在 1* € 
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[0, 5x90), 18 x (2^, 20) € Qa. 根据 定理 2.3 知 , 可取 yo € 
Q,, (yo 与 xo 充分 近 ), 使 y(yo)>1*, 且 x(1*, yo) E Nr KE 
然 与 (2 ) 结 论 (a ) 矛 盾 . 故 Di 了 关 @ 获 证 . 另外 ,根据 (2) 结 论 
(bO0AI2Q& CD; U D, = D, lk Dz6 O. 又 ,根据 定理 2.3 知 ， 
Di 与 D, 都 是 D 的 相对 开 集 . 此 外 .D = D, U D3, Di N D; = 
Ø. 此 与 D 的 连通 性 蔬 盾 ( 因 已 设 日 的 维 数 大 于 1, 故 DD 显然 
是 道路 连通 的 , 从 而 是 连通 的 ). FÆ, D, O0 获 证 . 

取 o€ Da. FJ& lx (t, x92 | t€ [0, 9(9)) CR \ 0, 有 
Ft, ATREO (d ) 0 q(xo) 9 + co 且 存 在 t, t o, fi 
x(t)7 x4 ,F(x4)720. 显然 x4 € QR N Q,. BTE) a 
zr; €904 U20,, Afi z3 € QR NVQ,. 下 证 x3 zx . 用 反 证 
法 :如 果 xi = 工 ，, 则 由 (2) 结 论 (c ) 知 fC) =M, YELO, 
+œ), 于 是 | 

GG) GGG), 2 G5 - EEGGDP, 


从 而 , 令 上 =0 知 F(x)) 2 0. BHRI) 9€ 20, UINA, 
故 x;€ Qk UQ.. 但 因 z9; € DC D, EX xo r^, f(xo)= 
M, 此 显然 与 最 初 的 假定 矛盾 . 由 此 可 知 zy 关 x*, 从 而 x *， 
zy 是 方程 (2.1) 在 Ar N 5, 中 的 两 个 解 . 

(4) 最 后 证 明 方 程 (2:1) 在 0, 中 至 少 有 一 解 . ER r€ 
Q, 用工 =x(zt, zo) 表 初 值 问题 (2.2) 的 惟一 解 ,其 向 右 最 大 存 
在 区 间 是 [0, 9 (x90) . 根据 (2) 结 论 (a) 知 , eltro) lte 
[0, 2(29))] CQ, 是 有 界 集 ,从 而 根据 (2) 结 论 (d ) 知 ,存在 x. 
EN, E F(z.)-70. BEREH) r. E30,, 从 而 z, € 
0,. 
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至 此 , 定理 全 部 证 完 . 

X ik HÆ Hilbert 空间 , A: H>H 全 连续 ,在 日 的 任 
何 有 界 集 上 都 满足 Lipschitz 条 件 , 并 且 是 梯度 算 子 , 即 存在 C! 
ZK o: H— RI, 使 gradp(z)= Ax, Vr € H.(üg = ix € 
Hilzi«ri, 2,7" Ix€HilxlI«rl, R»r»0. 定 满足 下 面 
两 个 条 件 之 一 : 

Ci OCAz, x) €& Ix, Vx€20,; (Ax, 322 Ix, V x 
€ 230p; 

(Gl 0CAz zx)> ]xl2, Vz€20,; (Ax, 32 € Ix, V x 
€ 205. 则 A 在 QR 中 至 少 有 三 个 不 动 点 . 

证 令 A(z)= 寺 (zz)-9(z) Vr € HLW f: Ho R' 


是 C! i£, H gradf= I- A. PR F- I-A 在 HH 的 任何 有 界 
集 上 也 满足 Lipschitz 条 件 . 下 证 定理 2.10 的 条 件 ( i ) 满 足 . 
事实 上 , 设 |z,|CH, |zxs| 有 界 ,使 得 F(x,)=(1-A)z,=x, 
- Ar, > 6, 则 由 A 的 全 连续 性 知 , 存在 1x, | 的 子 列 |zw | 使 
Ax, > yo € H, Ki z > yo 故 条 件 ( ij) 满足 . 另外 ,条 件 


( 诈 ) 显 然 就 是 现在 的 条 件 ( 1“) 与 ( ii ) 之 一 . 于 是 , 根据 定理 
2.10, 即 知 A 在 Qk 中 至 少 具有 三 个 不 动 点 . 证 完 . 

注 10 如 果 利用 拓扑 度 理论 , 则 在 定理 2.10 的 系 的 条 件 
下 ,最 多 只 能 断定 A 在 QR 中 具有 两 个 不 动 点 . 不 过 ,利用 拓扑 
度 理论 时 , 我 们 不 要 求 A 是 梯度 算 子 , 也 不 要 求 它 满足 
Lipschitz 条件 . 所 以 ,各 有 特点 ， 

将 定理 2.10 的 证 明 略 加 修改 , 可 证 下 面 的 定理 , 它 可 称 为 
Hilbert 空间 中 的 锐角 原理 和 钝 角 原 理 . 


定理 2.11 dE H ARX Hilbert 空间 , Q4 = ix € Hl] xd < 
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RI,0,= Ix€H|l|lxl&rl, R»r»0. 8 f:üg- R' ÆC! 
2 A H. F-gradf Æ Npr 上 满足 Lipschitz 条 件 . 如 果 

Ciir} CA, FCGr,)-7 0 Z8 | c, 有 收敛 子 列 ; 

Cil )(F(x),2)20, YrxE90,; 或 者 (F(x), 2x0, Vir 
E90,. 那 末 ,方程 (2:1) 在 闭 球 Q, 中 必 有 解 ， 

证 不 妨 设 (F(x), 工 ) 志 0, VY x E90,( 男 一 种 情况 的 证 明 
KWM). 取 r9 € 0,. IHE e >0, 考察 初 值 问 题 


dx _ E 
anro ET, con 


x(0)- xg. 


RAS gradf (x) =F (1), Vr€ Qg, APES fF(x)9 f(x)- 
Felz, z), F(x)= FQ) - ex . 很 明显 , f: ORR du Cl 


Z A, F, EAr 上 也 满足 Lipschitz 条 件 . H x = x, CO) IBI] 
题 (2.64) 的 惟一 解 ,其 向 右 最 大 存在 区 间 为 [0, 9) . 仿 定理 2. 
10 证 明 中 的 结论 (a) 与 (d), iE: Caa (1)€ 0,, V1E[0, 7); 
(d)7= + co, 且 存在 tn> oo, B | FC (5) | 00m 99). 
(al) 的 证 明 如 下 . 车 (a1) 不 成 立 , WEE t" € (0, 7), 使 x 
(1*)E90,, 且 当 0 志 1<t* 时, 恒 有 x(t1)E€0,, 从 而 
Ix. CO] € rc. 注意 到 | LG] = ,于 是 
(F(x.(1°)), a (1? )) 
=(er,(t*)+ FG G? Dx G")) 
=er?+(ze(ti Nut» 


ce dim co GG) a Gun Q1) 


tt -0 


mee dm ila- pol 


ti o -0 
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du GIIze»0, 
此 与 假定 (让 ) 了 矛盾 . 故 (ai) 成 立 . 
(di) 的 证 明 与 定理 2.10 证 明 中 结论 (d) 的 证 明 完 全 类 似 ， 


从 略 . 
现 取 一 串 正 数 e, 一 0. 由 结论 (di) 与 (a ) 知 , 可取 s, > + co 


使 
F (Ze (sa)| = [FG G2 7 en GO [ «1, 
(n=1,2,.…), 
ze (sa) <r, (n=1,2,.…), 


故 | FG, G2 |0. 于 是 , 根据 条 件 ( R te, Csa) | FEFE 
敛 子 列 ,不 妨 设 [ne (sn) | 本身 : Csr" E96,. 显然 ,有 下 
(x*)= 09. 证 完 . 
例 2.1 4 H- R?,F:R?->R? 定义 如 下 : 
Fz — (Ax? t Axy!? - Ay c 1, 4x? y c Ay! - 4y), 
Vz-(r,y)€ R?. 
由 于 
3, 40 t Any! -4a t 1) cg riy t Ay 49), 


; V(r,y)€R?, 
故 下 是 梯度 算 子 . 显然 ,定理 2.10 KRECI ORE. 
下 面 验 证 ,对 R=2;r=0.6, KADRE . 事实 上 ,有 

(Fz,z)=4(z2+ y!) - (x? * y) * x. 

BONS (xr, y) €a0g(Bl z? * 5? 2 4) B, BA 

(Fz,z)-48t :2246»20; 
4 2€(x,y)€930,(Bl x? * y=0.36) 时 ,人 恒 有 
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(Fz,z)= -0.9216* r« - 0.9216 0.6«:0. 
于 是 ,根据 定理 2.10 知 ,方程 Fz — 0 在 (2k 中 至 少 有 三 个 解 . 
还 可 以 直接 判断 方程 Fz = 9 恰好 有 三 个 解 , 且 均 在 Ar 
内 .事实 上 ,方程 Fe = 0 等 价 于 方程 组 


Ax!*4xy!l-4rt1-0, 

a» 5 
y=0 

( Ir eee 
r? +y =l. 


方程 组 (IT ) 显 然 无 解 . 方程 组 ( 工 ) 化 为 4z3-4z+1=0,y= 
0. 令 p(z)=4z3-4z+l1. 易 知 p(-2)=-23<0,p(-0.6) 
72.536 20, 9(0.6) 7 —0.536<0, p(2)=25>0. 故 方程 4z3 
-4z+1=0 人 恰好 有 三 个 解 x1, zx, z3, 满足 

-2Xz,X€ -0.6€« 1;€«0.6€& r4€2, 
因此 ,方程 Fz = 9 恰好 有 三 个 解 z1 = (x0) 22 (7,0), 2; 
= (x3,0). 显然 , z1, z2, z3 都 在 QS 内 . 


$3 Minimax 原理 


iX E 是 实 Banach 空间 , f: ER! Æ C! A. XT a€ RI, 
RR f= Ix€E|f(x)salUlf WjzK3ES . 考察 当 a 变化 时 
f, 的 拓扑 结构 的 变化 (参看 下 面 引 理 3.2), 就 可 以 建立 Minimax 
原理 , 它 是 临界 点 理论 的 基本 定理 之 一 . 由 它 可 推出 一 些 重要 
的 结果 , 特别 是 可 推出 Mountain Pass Lemma( 山 路 引 理 ). 

引 理 3.1 Hb E 是 实 Banach 空间 , f: E-- R! 是 C! i£ if, 
WE P.S. RIF. Xia, bER', ab, KD f (a, 51) 7 0, 
XH K-Irz€Elf(x)-81. Bk 
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CI ) 必 有 eo>0 及 520 存在 ,使 
IFC) leo YrEf (a-60,5-60]). G) 
Cii ro€ f^! (La, b]), H x= z GO RIEA S 53) 
的 惟一 解 , 其 向 右 最 大 存在 区 间 是 [0, 1), MRX f(z(1)) 在 0 
去 ;< 了 上 是 严格 减少 的 ,并 且 
-0< jimjfz(D)<a， (3-2) 
其 中 , 当 1= + ool tom 70 XE rom oo. 
证 (1) 用 反 证 法 . 假定 结论 不 成 立 , 则 存在 Ef! 


([a-1.5-i]) EI (zo)| < 去 (n=1,2,…). 于 是 根据 


/满足 P.S. 条 件 知 |z,| 有 收 合子 列 : r >r. 显然 , +" € 
1-1([a,6]) 且 了 (zx*)=0, 此 与 KN/-1([a,6b])= 9 3B 

CIKK, H rocs (la, bl), KNF (La, 68) 5 O A 
n€ENK- X. 于 是 不 恒 为 常数 . 由 (2.55) 式 即 知 , fx 
UDE 0e & 上 是 严格 减少 的 , FEG 2) sCP OBI D T 
在 (可 能 是 - oo). 假定 (3.2) 式 不 成 立 , 则 


Jim, f Cz (022a. (3-3) 
从 而 
xG)€ f (la, b]), YELO, 7), (3:4) 
由 此 ,根据 ( | ) 知 
If GG»IZe» VELO, 3). (3:5) 


于 是 ,由 (2.55) 式 ,得 | 
b -a> f - f | MrGGolaed:. 
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. 另外 , 由 (3-4) 式 知 


由 此 可 知 7 是 有 限 数 , H y 志 一 
if(zr(z))|tE[0,y)1 是 有 界 的 . 根据 定理 2.8( i ) 知 ,lim z 
(1)= zx "存在 , 且 x* EK. 但 由 (3.4) 式 又 知 ,有 zx*Ef! 
([a,5]), 此 显然 与 K 门 f (La, 5) =Ø FA. WEK. 

引 理 3.2 i& E JÉ X: Banach 空间 , f: E— R! Æ C! i£ t, 
WE P.S. RIF. Xita, bER!, a<b, KO f !([a, b] 7» Q, 
K-|x€El|f (x)201. RR, KFE f, EEE f, 的 一 个 收 
缩 核 , 即 存 在 连续 映 象 y: fom f, EU T€ fo BI fS glr) =ar. 

证 WA ACA. f a, b] =Ø, W f, — f, ZI f, 
显然 是 f 的 收缩 核 . 故 下 设 f'([a,5]) 关 @. 对 zoEf 1 
([a,5]), 用 x Ce, zo) 表 初 值 问 题 (2.53) 的 惟一 解 ,其 向 右 最 大 
存在 区 间 是 [0, 7(zo)). 于 是 ,根据 引 理 3.1( ii) 知 : fc Ct, 
Xz0)) 是 [0, 7(zo)) 上 的 严格 减 函数 , 且 有 
Im Aes h ad 


b-a 
2 
0 


由 此 可 知 , 必 存 在 惟一 的 1, € [0, 9 (79), fit 

f(z(tr x)7a. (3:7) 
定义 映 象 u 如 下 : p(xo) = t, FERR ei 7 (La 51) R! E 
连续 的 . 考虑 方程 

fict, 2)) 2a. (3:8) 
任意 给 定 zo€ 广 !([a,6]), 根 据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 (定理 
2.3), 易 知 在 (zo, t, ) 的 某 充 分 小 的 邻 域内 , xz (+, z) 是 两 变 元 
Ce, 4) 的 连续 (抽象 ) 函 数 , 从 而 在 此 邻 域内 , f(z (1,z)) 是 两 变 
元 连续 的 .另外 
f(z (2, 2) eG (alt, 2)), x (s 2) 
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=—(f (z(t,z)), v(x(1,2))). (3:9) 
HC Fx Ct z) B HC ATA PI AE PIE GUAE HEU, JF Ede HAT 
内 , Hi (3:9) ARTI 

2fGQ2)€«-M'GGz0Px0, — (3.10) 


特别 
3f GG z)) | Gros t) 7 0 CREER, <0). 


于 是 , 根据 隐 函 数 定理 (第 一 章 定 理 4.1), 知 在 (xo, ta ) 的 某 邻 
域内 ,方程 (3.8) 具 有 惟一 解 := vlz) = v(xo)), 并 且 映 象 
v 在 zo 的 某 邻 域内 是 连续 的 . 由 惟一 性 知 , 在 xo 的 此 邻 域 内 ， 
必然 有 v(z)9 uz), WER y Ero 处 是 连续 的 . 由 zoE f! 
([e,2]) 的 任意 性 , 即 知 映 象 u 是 连续 的 . 
今 定义 映 象 少 如 下 (注意 , fp \ fCf (a 0)): 
z, z€ f, 
(mr D, zE fa Y 
ER, Ui fom BM zE f, yle) = z. FHE 9 EER. 由 
映 象 u 的 连续 性 及 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 , EU p TE f, N f. E 
是 连续 的 . 另外 , 显然 y 在 f 的 内 点 处 也 是 连续 的 . 故 只 需 证 
H y 在 3f, 上 每 一 点 连续 即 可 . 设 zo€9f,, 则 f(zo)7a. 9. 
(x9) = xo. 任 给 e>0, 注意 到 xo € f^! ([a, b), E x9) 70, 
由 w(z) 在 = = zo 的 连续 性 知 ,存在 020, EH |z- xo | < o, 
Hz€ f^ (La, b DIS, EUR | 


2 
POLI OECD Srt (3:11) 


$a. 下 证 当 | = - zol < 8 时, EA 


令 6 — min 
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| 9G 7 ylz) | € e. (3:12) 
Si E, P 2€ 5. p(z)7 z, Aiilo(2-9(x)0] = 
|z- x «2x3 € e IK G-12 &BUE E zE f, \ WE V 
(z)72 x(u(Cz), z), A m 
Jy(z) -yro)) 
<lzr(p(z), 22 7 zl dE 7 xol 


(z) 
p r/(t,z)dt 


= |z- zo| + 


uz) 
c4 f. jvCz(, z)) az 


ui) 
«£2[^ F(z, 2014 
0 


plz) + 
«afl ari npa) ple). 6» 
另 一 方面 , 由 于 
dif GG 2) m Q GG, 2), x (s 2) 
- -(f'(x(t,z)),v(x(G,v))0«- Hf GG, z)) 2, 
V 2€ [0, 5(2)) 
从 而 f(x, 2))TE Oct X 7(z) 上 是 严格 减 小 的 , 并且 
uz) . 
[MfG eI EGO - GGG), Dba 
P (3:14) 
FE, BH (3:13), (3:14) (3:11) RT 
lolz) - 0| «3*7 
即 (3.12) 式 成 立 . Bt y 在 zo 的 连续 性 获 证 . 证 完 . 
定理 3.1(Minimax 原理 ) — Ut E 是 实 Banach 空间 , f: E— 
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R! 是 C' i£ iR, WE P.S. ARTE. 又 设 A= IDUEE 的 一 个 子 
RIE. S 

e= jai gyo). 
如 果 满 足 条 件 : 

(i): 是 一 个 有 限 数 ; 

(ii) 存 在 6>0, 使 得 对 于 满足 条 件 y(xz)=x,VxrE€Ef.。 
B ETE EB AR p: SE, SO f. 都 有 : 

4(D)€A, VD€A, DGS. 
MR, c 必 是 和 的 临界 值 , 即 必 存在 r" EE, 使 得 f(zx*)= 0, 
且 f(x')-2c. 

证 用 反 证 法 . 假定 c 不 是 临界 值 , 则 有 KNF!) = 
Ø. 于 是 , 根据 引 理 3.1C i ) 知 ,存在 09, 满足 0< So< 9, 且 使 
KAF Ce- òo ct 8)) 7 人 .再 根据 引 理 3.2 知 , 存在 连续 
映 象 yo: 大 +s Se- op EH rE fa It EE w(z)=>z. 由 于 
fe- fica WH x € fott, EA gor) - x. 由 < HEX, 
FE DEA, 

p C2) «c * dis 


故 DC fica, 于 是 根据 条 件 (1 )( 在 其 中 取 S= 大 +。 ), 知 go 


(Do)E4, 因 此 

ap NA: (3:15) 
但 另 一 方面 ， ‰(Do)C 大 -> 故 

SU SSe ~ ĝo» 


rE€$tDo 
Jt 5 (3:15) CF Er. 证 完 . 
X1 d E ÆX Banach 空间 , f:E>R! 是 C! ZA, WE 
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P.S. &ft,JEH S EE 上 有 下 界 , 那 末 c= inff(z)gMé 了 的 一 
个 临界 值 . 

证 EEH 31 PS A-lizi|z€EI, Bu. 

X2 Wt EX Banach 空间 , f: E— R! 是 C! iE iR, iE. 
P.S. 条 件 ,并 且 f YE E 上 有 上 界 , 那 末 c = supf Cx ) f 了 的 一 
个 临界 值 . 

证 考察 泛 浮 一 f, 嗓 化 为 系 1 的 情形 . 

Hd 上 述 系 工 的 结论 即 是 定理 2.9. 

利用 Minimax 原理 , 可 证 下 面 的 山路 引 理 . 

定理 3. 2( Mountain Pass Lemma) Ù E Æ Banach 空 
间 , f: E R! 是 C! 泛 函 ,满足 P. S. AR fF, ro x1 € E, N 是 zo 
的 开 邻 域 , x, € Q. 假定 

max | f zo), f(r ) | € inf (xc). (3:16) 
ES 
a o Gne 
其 中 $= fhlh:[0,1] 一 EE E, HIE h (0) = zo h (1) = 
zi OD o d E 中 联结 zo 和 zi 的 一 切 道路 组 成 ). 那 末 , c 必 是 
8 的 临界 值 , 即 存在 c ' € E. I8 F'(x5" ) 26, HB. f(x ) c. 

证 令 co= Anf f(x), € 
= max | f( xo), f (xi) | . Bi f& 
定 知 (图 5 — 3-1) 

c1 € cg c X * oo 
故 c 是 有 限 数 . 因此 , 定理 3.1 
的 条 件 ( i ) 满 足 ( 取 定理 3.1 
中 的 4 为 由 E 中 联结 zo 与 zl 
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an x 


图 5-3:1 


的 一 切 道路 组 成 ). 下 证 条 件 ( il ) 也 满足 . PEE, MOS co 
-ce 设 连 续 映 象 p:S>F(SDf.-) ÑE g(x) x, VE 
foo. 对 任何 hE 6, Ih (GO) [0S HICS, BHE 9h € 6. 显然 
dh :[0,1]-— E 连续 . RITE fro) ei eo Sc- 0, f (x1) 
和 ci<co- Sc- 0, EX 9, x1€ f. 因此 d xo) 2 x9, 9 Cx1) 
=x]. 由 此 可 知 gh (0) = (xo) 7 xo, Jh (10) 2 gCx1) 9 x, M 
而 gh € eo. 故 定理 3.1 的 条 件 (ii ) 也 满足 . 因此 , 根据 定理 3. 


1 知 ,c 是 了 的 一 个 临界 值 . 证 完 . 
Mountain Pass Lemma( 山路 引 理 ) 是 临界 点 理论 中 一 条 重 


要 的 定理 . 下 面 给 出 它 的 另 一 直接 证 法 . 
仍 令 co= inf f(x), c; 7 max| f x9), fCxi) | . 由 假定 知 
Lco coc + oo, 
Bc 是 有 限 数 . BUE c 不 是 了 的 临界 值 , 则 根据 引 理 3.1( i) 


知 ,存在 so>0 及 0<6o<co- cu 使 l 
Jf(Gx)mes Vce-à9mf(x)mct0s. — (3:18) 


根据 c 的 定义 ,存在 ho € B( 即 ho: (0, 1] E 连续 , H ho(0) = 
ro, Ag(1) = x4), fi 

mex fU) c Se, (3-19) 
4 T-|r€[0,11| fhol) >c- 60o1. 显然 工 是 [0,1] 中 的 


EZAR, H.0,1€ T. 根据 (3.18) 式 与 (3'19) 式 知 
(F GosGD[I2Z6&»0, VET. (3-20) 


根据 第 二 章 引 理 1-6, 存在 函数 p(*)E C^( — 0o, + 0o), f 0< 
2(5) 魏 4(-co<s< to), H5 sE [.- 5. c+ ets EA 9 


(s) -4 M4 5€ (c -60,c+60) 时 , 恒 有 p(s)=0. 由 (3.16) 式 
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AU f(z) 不 是 常数 ,于 是 根据 定理 2.7 4, F8 09 PR RESET. v F 
在 . 设 sET, 令 z=ho(s). 显然 z, EX=E\K,K= ix€ 


Elf (x)= 91, 考察 初 值 问题 : 


dx 
MED c 2d (3:21) 
(0) = 
Mb rE XB, 1 vG)l > 上 f(zr)1 >0, 故 方程 (3.21) 右 端 有 意 
义 , 并 且 由 于 v(z) 在 X 上 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 知 方程 (3， 
21) 右 端 也 在 X 上 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 同时 ,由 于 x € X, 
gCFG))750 ZR c - So<F(z)<c+86o, 从 而 根据 (3.18) 式 得 
lolz) l >f CGOlbFZes. 由 此 可 见 

| z x«l, vrex. (22 

€0 


根据 定理 2.2, 知 初 值 问题 (3*21) 存 在 惟一 解 x = x (i, z), E 
向 右 最 大 存在 区 间 为 [0, 7(z,)). 于 是 ,由 (3'22) 式 知 , 4 0, 
Lt 7(z;) 时 , 有 


| x2. 2) 7 x5, z,)| 


«^ lr) Nat - s) (3.23) 
ti £0 
LH 0t € 7(z,) 时 ,有 
Laal, n) GGG) zin) 
=— gpg(f(z(t, z)h olr, z2)] 7? 
(F Cale, 2), v(x (4,2,))) 
<- lo(f(z(, z,)))<0, (3:24) 
故 f(x(rz)) c WRAHA, OS glz). 
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下 证 7(z,)= +o. 事实 上 ,车 Cz) € * oo, DUE (3: 23) 
X, 35 r7 5(z) -0 时 , z(t,z,) 习 r+" € E. 根据 定理 2.2 
Al, rz E93XCK, 从 而 f(z" )=0. 另 一 方面 ,由 f(x(t, zs)) 
是 减 函数 , 并 注意 到 (3'19) 式 知 , f(x 2E f Cz) 9 ff(ho(s))< 


c+ 25, 从 而 ,由 (3.18) 式 必 有 (z*)< ce 50. 于 是 ,存在 0< 
t9 X gles), 使 当 eot X 7y(z;) 时 ,人 恒 有 f(xz(z,z,))<ec-60, 从 


而 gCFGrGr z,)))=0, V 10<1<y(z). BERE A er, z) 
=0, V tot X glz), BC or (t, z,)e& x € X, V tot ylz). fH 
z(,2z)-z'(-79()-0) HE z* -x€ X, IE S z^ €K 
JJE.TRqG)- + co 获 证 . 

SEX h* [0,1] E 如 下 

DUCES dE S€T; 
h*(s)= 
h(s) s€[0,1]N T. 

下 证 上 “(s) 是 连续 的 . 由 ho(s) 的 连续 性 及 解 xz(z, z) Xt 
初 值 的 连续 依赖 性 (定理 2.3), 显然 只 须 证 明 h" (ER sE? 
T 的 连续 性 .由 soE3T Al f(z, ) 7 f(ho(so)) =c- ôo. 上 面 
已 证 f(x(t, z )) 是 t 的 减 函 数 , 故 

Falt, m fn )oc-8s YiE[0,+oo)， 


由 此 可 知 efr rs e) m0 (€ [0, + 9)), AT Ea Cos) 
-0(:€[0, + 0)). $ r(t, z )=z (€ [0, +oco)), 特 别 地 
E h’ (so) = xz(bo z) = 2, = hoo). 由 此 显然 可 知 ,不 论 s 
A T PEF so 还 时 从 [0,1] \ TREF so IE h" C)" 


(so). 故 h* (s) 在 So 的 连续 性 获 证 . 
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XBj0,1€ [0,1] N T, KE A * (00 A59 (0) 9 xo, Ah (1) ho 
(1)2x,. Hh € 6. FHE 


max F G))« e - St. (3-25) 


事实 上 , 当 sE [0,1] V T B SO G)) «e 9€ c 2. CF 
se T. 我 们 证 明 : 必 存 在 Oc cou Ë 
Falin z) <c- 2. (3:26) 
事实 上 , 若 不 然 ,对 任何 :E [0, ôo], BA 
Falt, 2e - 22, (3-27) 
则 由 (3*19) 式 知 
c- pix efie Ds Veel A. 
从 而 
eU GG, z,)))=4, VI€[0 à], 
由 此 ,根据 (324) 式 得 
Aalt, z))K-1, Vr€[0,)], 


tai Eoi Eye ree oo, 


Jt. 5 (3:27) SF JB . 
由 (3.26) 式 ,根据 Fx Cr, >z,)) 是 减 函 数 , 知 


fU G))9 f(x, 2) SA z(t 2) «c7 22. 


从 上 述 可 知 (3*25) 式 成 立 . 此 显然 与 c 的 定义 矛盾 . 证 完 
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注 2 在 (169] 中 证 明了 , 当 把 (3'16) 式 中 的 不 等 号 < 减弱 
为 安 时 ,山路 引 理 仍 成 立 . 

注 3 在 Minimax 原理 以 及 Mountain Pass Lemma 中 , 我 们 
断定 了 c Xf PPURGRE,RN «4E r'CEQU f(x')-0Hf 
(x')-c. 但 应 注意 ,这 时 xz“ 不 一 定 是 了 的 极 值 点 . 

关于 Minimax 原理 以 及 Mountain Pass Lemma 的 进一步 研 
R, 可 参看 [146] (147) (148) . 

例 3.1 设 0 是 RN(N>>2) 中 有 界 锥 形 区 域 (参看 [135]). 
考察 二 阶 半 线 性 椭圆 型 算 子 的 Dirichlet 问题 ， 

| rEN, 


u l2: 5:0. 


(3-28) 


结论 X )f(x,u)(x€Q,-o«uc* o) E 


Caratheodory 条 件 ,并 存在 1S0 < x T Z, 使 


| PFCzyz)| 委 a+olzxzr，a>0，0>0; (3-29) 


( ii) 存在 0<0< IA M >0, 使 


Fle, u)7 | Fæ, vdd tuflar, u), 


Y|u| >M, x60 (3:30) 
Cii) FEARRARI 
lim fri = 0， 对 EQ 一 致 (3:31) 
Jim ÉL +oo, 对 xE 人 0 一致， (3.32) 
那 末 , Dirichlet 问题 (3.28) 在 空间 Hi(Q) 中 必 具 有 非 零 的 ( 即 
不 是 零 元 素 的 ) 广 义 解 . 


证 由 第 四 章 $2 例 2.1 的 证 明 过 程 可 知 , 只 须 证 明 方 程 
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Tu =9 1E Hi( QY'P RB AERE f, 3X HE. T: HAA) Hi CO) fie 
续 的 , 且 
(Tu, v) = | [Du*Dv - F(x,u)v]dz, 
Vu,v€ H2); (3:33) 


又 有 
Tu= 9 (u), Vu € Hi(Q), (3:34) 


其 中 p: HI(Q)—R! Æ C! i£ iR: 
POE ls [于 Du Du - F(z,u)]dz, 
Vu€ Hi). (3:35) 
TUE HIE ERES SEA. 首先 证 明 o 满足 P.S. 
条 件 Bjur CHACO), | plu, )|SLCn=1,2, =), 9 (n) 
0. H1 (3:29) 565 (3:30) 5X A, 存在 常数 M, M» 使 (下 式 中 A, 
-1x€0]|u(G2)|2M1) 


B2) lta | FG 

23lelia- f, Fincas M; 
A 中 uaf Cr, un)dr - Mi 
>i ju, Fora of unf (zx, un)dr - M; 


= (#0) li +0] Cou, Dun 
fx, un) un Jdr— 
| 0) Hula Co Qus Di = M; 


-U»U0Po 


2(t-o)peMii ole obs 
Judi; Ms (n=1,2,.…) (3-36) 


由 此 , 注意 到 00 « lx | ge) 2—0, 即 知 | enlil A 


2N 
界 . 令 s= 者 45 Ju ics. TE, HIE EEAGEXRCÉUR 
(135)), WE? (Q)? ? LCA), AM |, | CL, CQ), 3E H. 
Lu, | 在 L,(Q) 中 有 收敛 子 列 | s] MEE u" € L, CO), D 


u, 7 ut | >0 (i09). (3:37) 


1818 (3:29) RA: Hempurknh 算 子 fu(x)7 f(x; ulz) È L, 
(Q) A Law (0) X &, 有 界 ， 从 而 由 (3.37) xx An, 


[fun 7 fu" | zw 0 (i99), FEI 


N+2 


2N —0, (i,j >) (3-38) 


tun, 7 fas 
i 1 N+2 


BH(3:33) ~ (3:35) XX 
(g (u),v)1=(u, v) NC u)vdzr, 
Vu,v€ Hi(Q), (3:39) 
从 而 
(n 7 us V) = Gr (us) = p Cus), v)i 
+ | [f(r un) = frs s dz. 
an i j 


于 是 , 注意 到 第 四 章 (2:20) 式 , 知 
| Cun, B vA|«] 9 Cun) i 9 Gs) 


m 


pola [fs ~ fe | Lola, 
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<|e Ce) = v 0,)] vli 


ius LES - fu, | zn: | >， 
N*3 


故 
[| 


«|o G7 eG) 


Un Tu, 
i 


M = su 
j5B2 iyl Po, 


| at cle fe on 
由 此 , 注意 到 ‖p Cun) li 0 (n 0 99) AE C338) X, £85 
1,70, jo 99). 于 是 | [1E Hi Ca) relie Si, Hof 


DEP 
1 i 


o 满足 P.S. 条 件 . 
由 Friedrichs 不 等 式 (参看 [149] ) 知 , 存在 c >0, 使 当 wu € 


Cr (0 ) 时 , 恒 有 


| | Du |*dz - C7 Au i) | u^dx, 
a a 


Bp 

luli >r lz. (3:40) 
由 于 CEDE Hi CO) P8 8 , 通过 取 极 限 , 即 知 (3.40) 式 对 于 
任何 u € HI(C2) 也 成 立 . 由 (3'31) 式 知 , 存在 20, fi 


Te edm voc|u|«à, EN, 
从 而 
F(z,u)&tw, V|u|«8, z€a. (3:41) 
另 一 方面 ,由 (3.29) 式 知 
F(z,u)<alul + lult, VrEn, 


—oocu« to. (3:42) 
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得 知 :存在 bi 


由 (3.41) 式 与 (3.42) 式 ,并 注意 
>0, 使 
2N 


F(z, u)m u? +bilu| N2, YEA, 


—oo«uxto, (3:43) 
Bi (3:43)5X, (3-40) E 5B 00 3£ (2-20) 50:24 u € Ho CO) RT, 


有 (下 式 中 已 令 a= 2) 


[ Flr, u)dz<F u HE ba bulis, 


«luti t ocela h2. (3-44) 
从 而 , 再 根据 (3.35) 式 ,得 
eGO1lbulia bic" luli, Yu EHA). (3:45) 


由 (3.45) 式 , 并 注意 到 a = 地 >o +1 之 2, 即 知 存在 r>0 充 
分 小 ,使 
,inf 9(u)= c, 20, (3:46) 


这 里 B,-lueHi(2)|lIulirl. 


又 ,显然 对 HJ(Q) 中 的 零 元 素 0,78 
pg(0)=0. (3:47) 


另 一 方面 , 取 vo€ Hl(Q), fi | vol;-LH vo(x)20,Vx€ 
N. S| vol; =a H] ao>0. Bi (3:32) Al, 存在 c9 0, fE 


Re Yu 之 To， qn (3-48) 
ag 


考察 实 函数 (注意 (3.35) 式 ) 
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2 
$c) = em) =E b lia | FG md 


2 
=£- f Fz, rods. (3-49) 
HB 0«t €t; t«v i Htoo, HS D, = Ix€ tvler) 
Sol, M AN D,- Ix€Q|tv(x)€rol(n =1,2,=). F 
是 ,注意 到 (3.48) 式 ,有 


| F(x,t wo)dzr= | EE d ad FG dv] 


tovs) 
t | dr |" f(x,v)dv 
a\ D, 0 


tovg) To 
2) dr f” f(z, v)dv - | dz | | flx, v)|dv 
D, fo D, 0 


" js dz [" | f(x, v)ldv 
>f, da [77 A], dz f” | fCx, v)ldv 


To 


22. Gat P me dacMs 
»2a[ [ vo Cr) "dx - M4, (3*50) 
ag D, 


其 中 


2 


2r$ 
tót )mes2, Ma= M; + -mesQ 
aj 


b 
M3= (arg + IT+Tz 


都 是 正 的 常数 . 显然 DC DCDsC…, 且 0= Ú D, Blk 
mesD, —mes()( 1 —99) . FÆ, 由 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 
知 ， 存在 No>0, 使 当 n 之 No 时 


a? 
i Us GOae f [voCz)PP ducc 
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ET aĝ 
Da 3-7. (3:51) 


(3:50): 5 (3-5) CARI 
| Fle, 和 


再 由 (3.49) 式 得 
9(0,)« -F+ Ms, Vn>No 


5k 
plt) >, nok}. (3:53) 


X, 显然 
[tavoli a 2 t, * 99, 2 一 oo 时 (3.54) 
于 是 , 由 (3'53) 式 与 (3.54) 式 知 :可 取 定 某 n (EIK), E Hi 
(2) 中 的 元 素 uo = tavo 满足 
ug€ B,, e(ug) X0. (3:55) 
RE (3:46) (3:47) & (3- 55) XX, 即 知 山路 引 理 的 条 件 满足 ， 
故 o 必 有 临界 值 。* 之 c, >0, MEE u* EHA), 1# plu*)= 
c', HL. e(u* ) * Tu* - 8. Bi T g(0)-0, t u* #0. 证 完 . 
HA 条 件 (3*32) 式 可 换 为 
-+ow, 对 rzEQ 一 至。 (3-56) 


lim, 
事实 上 ,这 时 (3.53) 式 应 为 
pl- t) —99, n>% 时 , 
AATRE n ZAK, ELE uo 一 tvo 满足 (3"55) 式 . 

注 5 £d 2 是 L 型 区 域 (参看 [135] ), 并且 对 任何 R 
>0, 函数 f(x,u)t QX[—R, R].EX-T x, u 满足 Lipschitz 
条 件 , 那 末 Dirichlet 问题 (3.28) 在 空间 Hi(Q2) 中 的 广义 解 必 定 
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是 古典 解 (实际 上 ,属于 某 C2*“(0),0<a<1; 参 看 [8] ). 这 时 
Dirichlet 问题 (3.28) 必 具有 非 零 的 古典 解 . 特别 , 若 2 ERI 
<N<6) 中 的 了 型 区 域 , 则 f(x,u)—u^ 满足 上 述 全 部 条 件 . 
于 是 , Dirichlet 问题 


(3:57) 


ul3a=0, 


lc u^, rE, 


EDAR- NEREA u", u FZ C'N), 0<a<l; 
并 且 , 由 Maximum 原理 (参看 [78] ) 知 , u* (x) 50, V x € Q. 
例 3.2 考察 Hammerstein 积分 方程 
e(x)-7 J eC y) fO eGDdy7 Ap(z), (3:58) 
其 中 , G 是 RY 中 可 测 集 ,0< mesG < + o», f(x, uu) 满足 
Caratheodory 条 件 . 
结论 od | 
CDL EB &G WIE | | 1&(z,y)lodzdy<+ 
GJG 


œ(p>2); 
( ii) 存在 a >0,5>0, 使 
[f(z,w) | Satolule!, 
Vr€G, -oo«cu«&to; (3-59) 


(六 ) 存 在 oxoc 1X M »0, fii 


F(x,u)- I f(x, v)dv0uf( x , u), 


Viu|2M, x€G; (3-60) 
Civ ) 下 面 两 极限 式 成 立 : l 
lim fti 50, 3} r€ G 一 致 (3-61) 
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lim t = +oo, 对 xzEG 一 致 (3-62) 
MR, 积分 方程 (3.58) 在 上 ,(G) 中 必 具 有 非 零 解 p (p 50). 
证 由 例 1.6 的 讨论 , A = Kf, K 与 f 分 别 由 (1:43) 式 与 
(1.44) 式 给 出 .这 时 , (1-45) UE. . 考察 L(G) ERIZK 
voo-ic..)- | Flr Hg)dr (363) 


( 即 泛 函 (1.47) 式 ). 于 是 ,由 (1.50) 式 知 
Y (y)=y-H*fHy, VyEL,(G). (3:64) 
4 Hy7 |9€ LG) | K4- 0], H, 3E Ho 在 L(G) 中 的 直 交 
Th. 由 例 1.9 的 讨论 知 H 275101, E H' fH: L0(G)Hy,. 于 
是 ,将 亚视 为 Hl 上 的 泛 函 ( 即 限制 在 H, 上 ) 时 , 仍 有 
| V (9)-9-H'tH), V9€H;. (3:65) 
下 证 H, EZE v 满足 山路 引 理 的 全 部 条 件 . 首先 证 明 Y 
满足 P.S. 条 件 . B| ICH, | vG8-1,2, 7), v 
(9,)0. ^ G, Ix€G|| H, Cz) | 2MI(n2 1,2, =), I 
B1(3*59)53 553 (3:60) 5X AI, 存在 常数 M, M2, 使 


82v 1o P [ FG. Ho )d: 
23e F- f, FG. Hg, )dz - M 
>$1% cof. fos noo neas - M: 


> 二 | Pn 全 一 e| f. Hq,) Hy dx — M5. (3-66) 


但 是 ， 
(Y'(9,),9,) - (9 - H'£Hg,. Pn) 
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= (Pns Pa) = (fHy, , Hy,) 
= |g- [fs Bo Boda. (3-67) 
Fi, di (3:66) 3 5 G 6NR, 得 
ge($ - e) o P «oC Gs 9) 7 M; 
2($-ewP-epecoollod-M. (368 
注意 到 W Cu, )7 0 即 知 ,存在 No, 使 
ez(i-eMeM-Iu1-M» Ya2N. (3-69) 


dT G-69)st, AEEA oco 六, 知 | 加 | 有 界 . 由 于 Hi 是 
Hilbert 空间 , 故 存在 | 名 | 的 子 列 > qu € Hi C9, 弱 收 伊 于 
do). 由 于 H: La(G)> L, (G) ZES, kt Ho, — Hos Ci L, 
(G) 范 数 ). 因此 ,根据 (3.67) 式 , 注意 到 fiL, (G) 9 L CG)3E 
续 , 即 知 i | 

= {fCz, Hyo) Hyodz = (His, Hgo), 


fn, 
(k=). (3-70) 
另 一 方面 , 有 | 
CE (Pn Js do) = CJ, - H' fHy,, o) 
= (4n, > do) = (£Hy,, , Hpo), 
S 2 一 co, 取 极限 得 
| vo |? = (fHyo, Hgo). (3-71) 
由 (3.70) 式 及 (3.71) 式 知 , | s, L9 | go | Ce 99) .. 从 而 再 注意 
到 g, 全 加, 即 知 | 人 -如 |-~0, 于 是 更 满足 P.S. 条 件 获 证 . 
由 (3:61) 式 知 , 存在 9>0, 使 
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Ifi us) Ql KI lul, vo«|ul «à, xecG, (3:72) 
其 中 | KI, 表 线 性 积分 算 子 K 作为 映 L(G) 入 (0(G) 的 全 连 
续 算 子 时 的 范 数 . 于 是 

F(xr,u)EK(4|K]l;: tuz, Vlul«8, x€G. (3:73) 
55 —Jri&i, d (3:59) 5X An 
FG u)&a |u| * 7 |a l^, Vr€G, 
-0<Lu< +o, (3:74) 
由 (3.73) 式 与 (3.74) 式 , 知 存在 0,0, f 
F(x,u)&(A|l Kl) !uà?2*&jlul^, Vx€G, 
-0<u< +0, (3:75) 
于 是 , 对 YEH, 
| FG Haz lK lD | Hy) dz 
G G 


saf, | Hj(x) |^dx 
= (4| Kla) E ESI? + bi Eg; 
-(4[K]2) (KY, g) t bl Hg l$ 
zio 5d lul, 
从 而 
vaoymile-5iBlbsb^ veeH. (37) 
由 此 ,注意 到 p 22, 即 知 存在 r >0 充分 小 ,使 
nt (YS)= c, 70, | (3:77) 


其 中 B,- |o € Hl Ieri. 


X 
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v(8)-0. (3:78) 

另 一 方面 , 因 Hi 关 101, 可 取 99? EH, |o 9| — 1. S vo 

= Hj? EL, (G), Jl voo (E v= 0, RI K2 9 = Hy' = 

0, iti 9 € Ho, AVA g” = 0,268). S Go= 1x € G|vo 

(z)#01, 则 mesGo>0. 4 acc CJ. Cos GO 42. RE as 
0. H1 (3:62) All, FE ro 20, 使 

f(x, a) u, Vues dd. (3-79) 


f(x, u)2 su, Vus;i—-r9, r€G. (3-80) 
0 


考察 实 函 数 (注意 (3.63) 式 ) 
P(t)= wg?) =E] pee f Fe, Hg? )dx 


2 
=5- f F(x, tvo)dz. (3:81) 
G 
«8 0t Xt; L, t >o, ES 
D, = E € G|I tavol) | 之 To | 


则 
G\D,= [x€Gllitv,(x)l € vo], 


D;-DP UDP, DPADP=Ø, 


DÜ-1z€Gltvy(z)Z2 cl, 
DO-ixz€Gltvy(x)&- vl. 
注意 到 (3.79) 式 与 (3.80) 式 及 (3.59) 式 ,有 


T fv (zx) 
Í F(z, t,vo)dz = | udz 人 | «f i f(z, | 
G D. 0 To 


498 


0 


tv (x) 
«[ dz| f(x,v)dv 
G\D, Jo 


t vo( 7) vest 
21 "S ' £ vdv -| " | fGe, v)|dv 
D, a D, 0 


Tg 


AES 0 
= f adef a vdv — [eds] | flx, v)|dv 


tvo(7) Q0 


To to) 
-f odef] -f Ka, vds 
D. 0 Sr 


ENS ap^ | f(z, v)ldv 

2 E "n as? lta o du 
ER. 40 - Gv GOP)dx - f. uj" | f(x, v)| dv 
-dz ”ra |dv 

= ak (12[vo(z)] 一 ri)dz -| a«f^ | f(x,v) dig 


22 |, [ vor) l dx - M3, (3:82) 


ai! 


其 中 


brô 
MS iran ns 


是 常数 . 显然 , DICD2CD3C…, 且 Go= Ü D,, 故 mesD, > 
mesGo(2 一 co ), 从 而 根据 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 知 , 存在 
No>0 使 


2 2 
n [vo(z)] dx > M [vC dz -F - S, 
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Vu 2 Ne. (3-83) 
H(3:82):5 5 (3:83) X, 14 
[ FG tvo)dz >t} Ms, V n 2 Ng. (3-84) 
G 


从 而 , 再 根据 (3.81) 式 ,得 


2 
Ln 


P(t)<— 2 *M;, Vn»N,. 


由 此 可 知 
$(1,) —99, n>}. (3:85) 


又 显然 
1699 |= +o (n>), (3-86) 
TJ, d (3:85) R (3 86) SRI, 可 取 定 某 n (充分 大 ), 使 H, 
中 的 元 素 9 = no RE: 
4P EB, v(g?)«0. (3-87) 
根据 (3.77) 式 (3.78) 式 及 (3 87) 式 , 即 知 山路 引 理 的 条 件 满 
E, Y VRA MAE c” 之 c, >0, 即 存在 y* EHi, 使 (yy*)= 
c', V'(9')z2 0. 再 根据 (3.65) 式 知 , p” = H*fHy*, 以 五 作 
用 之 ,得 pg*=HH’*fyp*= Kfp*=Ap', 其 中 pg*=Hy*€EL, 
(G). HF 9' EH, 9 ' 00D w(8) 20), d o" = H9" # 
9( 参 看 前 面 vo = Hg 60 Z WE). 于 是 pg * 是 积分 方程 (3.58) 
在 工 ,(G) 中 的 非 零 解 . 证 完 . 
注 6 BE Li EZE RR y) E 
M [Cr 3) P" "dzdy« +œ, 


其 中 m 是 菜 正 整数 , 则 函数 fr. u)- us”*! 满 足 上 述 全 部 条 
件 ,因此 ,积分 方程 
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eG | &Ge Dp” dy (3:88) 


在 Lawyz(G) 中 必 具 有 非 零 解 . 


$4 偶 泛 函 的 临界 点 


先 介绍 一 个 形变 引 理 (参看 [146] 、 (150) 、[151] ) . 

引 理 4.1 i8 E Æ Banach 空间 , f: E— R! 是 C! i£ ER, 
满足 P.S.Aff.XitccR,UBdÉETFS,UDK,-1Ix€ 
Elf(z)=c, 了 (x)=091. 那 末 必 存在 连续 映 象 n:[0,1] X E> 
E Kc»e»20,fl8(9 n(xr)= q(5, x), RIR f= Ix€ ElfCx) 
xa Uf WZK ^E SR: 

(| ) mx)=x, VrEE; 

inta Ne Yr€f [ce etel), t€[0,1]: 

Cil XE FE fT ER 2: € [0,1], BEAR p: EE ÆRE E 
85 [3] TRZ ; ， 

Cio fg (CX) S f(x), V x€ E; LE[0,1; 

(Vpl Sfere NU)Z F-65 

(Vii K= Ø, W mCF Cf. 

(vii) zz 了 是 偶 的 ( 即 f( 一 x)= f(x), V x € E), WR AR 7, 
ERRI n (-72)9 -n(x), Vr €E, r€[0,1D. 

证 可 设 巨 有 非 零 元 (否则 ,下 = 101 ,这 时 取 9(2,0)- 0, 
VOLI, 引 理 的 结论 显然 成 立 ). 易 知 /(z) 半 const. Vx € E 
(因为 车 f(xz) 志 corist. Vr € E, W f (r)&0, YxEE; 于 是 ， 
根据 f 满足 P.S. 条 件 知 ,E 中 任何 序列 均 有 收敛 子 列 , 故 王 是 紧 


的 ,从 而 E EJUS 具有 非 零 元 素 牙 盾 ). 分 两 种 情况 证 之 ; 
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(1) 设 Ks 0. 由 于 了 满足 P.S. 条 件 , 故 K 是 紧 集 . 用 
M; K KK, 的 6 gR, BI Ks = Iz € E|d(z, K.)= inf jr-zl< 
61, 则 M; EEK, 的 开 集 (注意 , 因 K, 紧 , 故 d(x,K.) 一 定 能 
达到 , 即 必 存在 zo € K,, 使 d(x, K,)= fx- zol). En, 可取 
X020 充分 小 ,使 M;CCU( 因 为 , 如 果 这 种 o 不 存在 , 则 存在 
z, € U, (zx, K)«l(n71,2,). 于 是 ,存在 z, EKo fE ad 
Crn Ko) = | x 7 10. BL K 紧 , 故 存在 |z, | 的 子 列 z, 一 
z'€ K,CU. HUF x, >z", OS 充分 大 时 , x, € U, 此 与 
r,€ U(n-1,2,:-)3JR). 下 证 存在 5>0,o>0, 使 

IED Sb, Vr€Efiro\ -s UME). (41) 

事实 上 , 若 不 然 , 则 存在 x, € Sert \ CA-1U M2), 使 得 
IF GO Lo 21,2, 70. 从 而 根据 /满足 P.S. 条 件 知 ， 
|, | 有 收敛 子 列 Tn — xo. 显然 , F(zo) =c, f (xo)= 0, x9€ 
Mz, 但 由 此 知 zoE 天 CN , 得 出 TFE. 

PR, 当 把 (4.1) 式 中 的 2 与 o 换 为 更 小 的 正 数 时 , (4*0) C 
更 加 成 立 , 因此 , 我 们 可 设 

1 bó b? 

0c b, 32" 2p (4*2) 

4Ht0«2e&r&o. $ A- Ix € Elf(x) 3c * c E f(x) 
«c-rl,B- Iz€E]c -2e€ f(x) «c * 2e1, M] A 与 B 都 是 
E 中 开 集 , A 门 B =O. 令 9G) 7 d(z, A) (4(x, A) *d(z, 
B) !, 则 显然 p:E>R', H 9 在 E 上 满足 局 部 Lipschitz 条 
件 , 并 且 g(x)=0, Vr€ Aig(x)71, Vz€B;0xoxl,Vzx 
EE. 4 plx)=d(x,M2): (d(x, Mi) + d(x, E\ M2))`', 


0<o< min 
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WZA y:E 一 R! 在 E 上 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 并且 y(r) 
-0,Vr€ Mi;g(x)- 1, VrEE\ Mo;0<Y(r)E1l, Vr € 
E. 注意 , 如 果 f EBZK, N A, B, Mè, E\ AM 都 是 关于 0 
的 对 称 集 (所 谓 D 是 关于 9 的 对 称 集 , 是 指 xED 列 涵 -6E 
D), JE p, y REZA . 再 令 
1, Oxsxl; 
T s 
S. sl. 
Ji] 5 :[0, + 00) (0, 1] H. h TE[O, + co) 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 
OsCh(s)s«1, VOsis« + co. 由 定理 2.7 知 ,存在 了 的 伪 梯 度 
WOFewX—E,H'BPXOENK,K-dxlf(x)-01.34 f£ 
偶 泛 函 时 , 由 定理 2.7 后 的 注 8 知 , 可取 v ERAT. S 
a MASS Vr€xX, 
w(r)- 

0, VxC€K. (4*3) 
FÆ, w: EE. 由 (4'1) 式 知 , 若 x9 € KL M flr) 9 ct oc 
+r, RE f(x))c-oXc- c, RE xo€ M iil xo € A, 或 者 
x0E Ms. 当 xo € A 时 , 必 存 在 zo HERR, ERP P(z) 王 
0; 当 zoE AM 时, 必 存 在 zo 的 某 邻 域 , 在 其 中 gr) —0. 由 此 ， 
根据 zww(z) 的 定义 (4.3) 式 , 即 知 w 在 E 上 满足 局 部 Lipschitz 
条 件 . 另外, 显然 

ox|w(x|e&i Vz€E. (4*4) 
X, 当 f EBZK, w 是 奇 算 子 . 
考察 E 中 抽象 微分 方程 的 初 值 问题 


| NA 


92 (t9) 7 x, 
其 中 n€RIz€E. 用 gGsto, x) IRL CA S) B] E — H6, 其 
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(4*5) 


向 右 最 大 存在 区 间 是 [10, 6). FIE E= oo. 由 (4.4) 式 即 知 
| n(t1;to, x) n(t2;to, x)| 


= fami nme] aul. 


由 此 可 知 , 若 < + oo, Wü 234 2, 3; € — O 有 时 
| g Gio x2 7 202509 x2|-0. KRIE E HEES, 当 t 
—£E-0 时, n(rito, x)-0z € E. [HAR EXE FE 2.2 知 z € BE, ifi] 
E - O, ki ETA. 因此 E= +o, 同 理 可 证 grito, x AIE 
左 最 大 存在 区 间 是 ( - 00, to]. TÆ, 966i to 22 B TE E IX H E 
(-co, +œ). 现 令 2(5,2:)7393(0650, 2), YOS: S1, € E. F 
证 ,此 y(t,xz) 及 前 面 已 取 的 c, e 即 符合 引 理 4.1 的 要 求 . 首 
先 ,根据 定理 2.3 知 5: [0, 1] x E E 是 连续 的 .( i ) 显 然 成 立 
.另外 zEA, 时 ,g(z)=0, 即 (i) 成 立 . IE). 我 们 证 
明 , 对 任何 固定 的 DA 1], 7 ,是 映 王 成 巨 的 同 胚 映 象 , 先 
证 一 一 对 应 , Vx;€ E, $9 ro= 7(0;41, zi). 由 惟一 性 知 , 7 
(1,50, 9) = p nite xi) = z1 Bl m6 xo) = xa ERA xo € 
E, fi q (x0) = z1, Hl 2 (30, xo) = z1, 则 由 惟一 性 知 , (05 
tis 24) = xo, AMI xo= xo. 由 此 可 知 m, 是 五 与 五 之 间 的 一 一 
对 应 HEP yy (x) 0 g0, x) SEUET x= 9,1) 7 5(0; 
4,2), 故 由 定理 2.3( 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ), 即 知 m 与 wy 
都 是 连续 的 , 从 而 知 p ÆR E 成 EE 的 同 胚 映 象 ,于 是 ( 诈 ) 获 
证 .我 们 有 
ee 


=(f Gy GO) wn(z))), 
从 而 , 当 六 (z)E X 时 ， 
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FIRAD = FRE), ~ ey GOD) Gp Go) 


AC v GOD vy GO) 
-- eG G))éGOy GORCG vOyGOOo]) 


OF (nr)), vn G2) 
<- eG GG G)»DARGvO0XG»D 
d£ OG»; (4*6) 
E «X (x)€ K Bf, 
dif Cy GO) = GGG). 0) -0. (4-7) 
因此 
Aapa, YOSSI, zEE, (4-8) 


故 f(%(x)) 是 zi 的 减 函数 ,因此 
foy) S g(r))= f(x), VOSK:SI, rEE, 


故 (jy ) 成 立 . 下 证 (Vi), 设 f£ EZK, AT o 是 奇 算 子 . 于 


n 人 SRY da) UE 


一 7oCz)= 一 2 
由 此 可 知 . 
- (x)= 3050, -2)9 g(- x), YOSSI, x€E, 
故 n, 是 奇 映 象 , (Vii) 获 证 . 
最 后 证 明 ( Vv ). 由 于 MCU, tk RIRE ER 
mI. \ MaC f... (4*9) 
Hil Cv ) 知 , 当 x € f. BT, BA fFOpn Gr) Sc - s; 因 此 ,要 


证 (4'9) 式 ,只 须 证 明 
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r€ f. NC UM fOpn(x)me-e (4:10) 

即 可 .用 反 证 法 . 假定 (4'10) 不 成 立 , 即 存在 xo€ f. N CF 
U Ma), f fp Gr) >c- ei FÉ, h CA 80 XII 

c—-ef(g xr) Sfl) Sc te, VO (4:11) 


从 而 
W(Xro)Efise\ fu VYV0O 委 ! 委 1， (4-12) 


且 有 
$mOro)€ B, en (x9))m1, VOs:EA. — (4:13) 


mx) € MS|. XP FX 0,4 ty-infF. © 


^ F= [(€[0,1] 
然 0< OSAD roE Ms, 故 当 10 充分 小 时 , (09) € M2). 
由 于 F 是 [0,1] 中 的 相对 开 集 , 故 to€ F. 因此 , m (x9) € Ms， 
VOStSto, AM (o (x90) 81, VOS: Sto, JE B. Hr (4: DX 


及 (4:12) 式 ,注意 到 0 e, 知 | ÁO G0 | go, VOsciscto, DN 
此 5 (x9) € X, VOsct sto, IE (411) X, (47 13) X (4*6) 


式 ,得 
25 >2e > f(z0) -f(z0)) =- J^ fn G8: 
= [htTo y Gy DG Gi Gg). ey Gs): 
> [Pa vn Gi D * NF GG) a: 
> of hA oD D * 1 Cr God: 


? b Padoa .jvCw zo) |dz 


之 $ [Pa vaD Doy Gor 
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= 2| - JwG Ceo) dt 2 2| X9 一 RETE (4:14) 
从 而 , 注意 到 (4:2) 式 , 知 
| zo- AEO REEE (4:15) 


由 to 的 定义 及 q (zo) 的 连续 性 , 必 存 在 tost <1, fil 
MEDEE AEDI < 全 (4.16) 


qj, x9) € Mè, | 
K. 紧 , 故 存在 zo€ K,, 使 
| h, (z0) = zol -d( (xo), K)<È. (4:17) 
于 是 ,由 (4.15) 式 (4.16) 式 及 (4.17) 式 ,得 
| 0 一 zo| « | zo A h, (£0) | + | M, C xo? 
"m Go] [2697 9| 2. 
故 xo€ Mà C M;, 5 XoE f... \ CF.-,U MF . 
E F=Ø, B p(x) E M2, VO. 仿 (4.14) 式 (这 
时 , 在 其 中 把 to 换 成 1), 有 


20 226€ 2 f(xo) - fV gg(z90) = 一 | iw 3 6 x92)dt 


s J, 8I oi Gi D* GGG vy Go) dt 


> 上 AC vy Geo] | £O Geo? h adt. (4:18) 
下 证 
h C vi Cron P E Gi Ga) Eo, 
VOxxI1. (4:19) 


事实 上 , 若 Oc | oO Cro) | 1, W A C o C C02 [D — 15; XE EAT 
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IIE GG) | 25, RADR; | v Og G2 | 2 1, 9l 
注意 到 (4'2) 式 , 知 
AC vOyGoDD-:H£ Gi Go»p? 
»LavCyGoD: Fry rd 


-ipOGOGD]2l»95, 


f (4-19): UL Sr. . PH (4:18) 5X4 5 (4-19) 5, f8 20 5 07, ES 
(4:2) 式 矛盾 . EE, (V ) 获 证 . 

(2) 设 K. = Ø. 这 时 的 证 明和 天 .天 情形 的 证 明 类 似 , 并 
且 较 简单 . 这 时 , (4.1) 式 改 为 

[If (GOES, Vr€ RN Au 
(4.2) 式 改 为 
0<5< 工 oco «X, 
g4 2 

plr) IAR p(r)mm1, Vx € E. 其 他 部 分 证 明 类 似 . 代替 (4， 
9) 式 ,可 得 m Cf) C fe e BMV RIE . 证 完 . 

下 面 介绍 集合 《类 ) 的 概念 (参看 [153] (146) (10513). 

定义 4.1 i E TÉ 3C Banach 空间 , S 

NOE) 7 [A |A Æ E 中 关于 9 的 对 称 闭 集 , 征 ACE\ 10100. 
W ACN(CE). 车 A=, 则 规定 A 的 《类 )(genus) 是 0, 记 为 y 
(A) 0. E AZ O, 如果 存 在 自然 数 n, 使 存在 连续 的 奇 映射 
p:A>R"\ 10}, W n PERDEA no ik A W), ii y 
CA) = no; 如 果 不 存 在 这 种 n, 则 规定 A 的 (类 》 是 + co, 记 为 7 
(A)= too, 

引 理 4.2 it A, BC X(E). 

( i) 若 存 在 连续 的 奇 映射 f: A 一 B, 则 有 yCA)«»yC(B); 
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Cii ) v AC B, Jl] y A) S YCB); 

GDE A 53 B ZIRITETEISIBEBU S BRA, y( A) — Yy(B); 

(Civ) Y CAU B) Y CA) * Y(B); 

(VE y(B)< tos, lll YAN B) yCA) - Y(OB)s 

(Vi) A X, Ul y CA) € + oo, GE HL TE 4E 0 20, 1E y 
(N;(A) 2 Y CA), E N; (A) » Ix € Eld(x, A) = 
inf]|z-z| «2H; 

(Vii) Y CA) dimE, (22) = dimE,3X B. Q K E 中 关于 0 对 
称 的 有 界 开 集 , 且 9€ Q( 特 别 地 , 2 可 以 是 以 9 为 心 的 开 球 ) . 

证 CIR y(B)=n(% y( B) » t œf, y( A)9S& Y(B) 
显然 成 立 ). 于 是 , 存在 连续 的 奇 映 象 p:B>R'\ 101, 从 而 
efi AR" V 101 是 连续 的 奇 映 象 , 故 y (A) cn. 

( ii) 在 (1) 中 取 /为 恒 等 映 象 1, 即 获 证 . 

( 放 ) 设 奇 映 象 f;: A 一 B 是 A 与 B 是 之 间 的 同 胚 , 则 了 以 及 
FO BA 都 是 连续 的 奇 映 象 , 从 而 , 根据 (| ) 知 , YCA)«» 
(B), Y( B)&Y(A), BO Y (A) 7 Y (B). | 

(IE y(A) = n, Y( B) 2 m. 于 是 ,存在 连续 的 奇 映 象 
Q:A—R"X 191 与 gy:B 一 R”"\ 101. 由 连续 映 象 的 延 拓 定理 
(参看 第 一 章 定理 2.7 后 的 注 6), 可 将 o 与 Yy 分 别 延 拓 成 连续 
BRA: p E>R" Igp: BR”. 显然 可 设 gp; 与 y. 都 是 奇 的 
CERE LG) pl 2] eu GO DEED GO - eC- 
zz)] 代 yi(z) 即 可 ). 令 fc) m Gi Gn, iC 2)), E FESR 
x R” = R”" “是 连续 的 奇 映 象 .由 于 当 x EA 时, pg1(x)= 9 
(r)550;?5 x € B 时 , ju(x) — g( x):50, BI f: AU B 


R'""VN 101. AM YCAUB)n* m Y(A) * Y(B). 
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(V) 由 于 ACCAN B)U B, Cii )5 Civ 
YCA)&y(AN B) * YCB). 


从 而 ,注意 到 yY(B)< + co, 得 
YCAN B) YCA) - YCB). 


( Vi it x9 € A, W 29250, Xr f&O« rc] xo]. 显然 , 开 球 
T, (xo)= Ix € Ellx-xol| «rl S T, C7 x9) 7» lx € 
El|z+xol<r1 互 不 相交 , 故 Ga 5T, (ro) U T, C7 ro) S 
& 9 的 关于 0 对 称 的 开 集 , 且 G, EDE). $ 
1, xET (zo); 
feo FROM RUE 
=]; rCT Cd) 
WW f:G, —R'N 191 是 连续 的 奇 映 象 , 从 而 Y(G,)-1. 由 于 
A 紧 , 故 诸 G (roE4) 中 存在 有 限 个 G1, GS, 77, G, 也 覆盖 
A. Q F= Ü Gi, 则 下 是 关于 9 的 对 称 闭 集 , 且 ACFCEN\ 
101. 于 是 ,由 (ji) 与 (jv ) 知 


YA)y()& 3 7G)=m< *o. — (4-20) 


下 证 必 存 在 020,18 YCNICA)) = YCA) GER, 易 知 N4CA)E 
XT 9 的 对 称 开 集 . FXE, E 2€ NLCA), BR dlr, A)= 
infle- xj < 2, 从 而 存在 z, € A | z - e, ] 4 (x AD. H 
A, 知 存在 (o, LITT n, 29 € A, 从 而 dlr, AD) - 
| x =- zo]. BI x SUA 的 距离 可 达到 . 由 于 - 20,€ A, BC d(x， 
A)l-x-C zo) |= Ix-zo| «8, RUE - x € NNCAD, && 
N3CA)3X-F. 0 对 称 , 从 而 Ns(4) 是 关于 0 的 对 称 闭 集 . 因 0€. 
A, 由 上 述 ,9 到 A 的 距离 可 达到 , 即 存在 200 € A, i 
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int | 2] 2 4(0, A) 7 12] 7 £20. (4:21) 


由 此 可 知 , 当 0<6<zt 时 , NNCAJ)CEN 101,8 YCN;CA)) H 
意义 ). 设 y(A)=n. 由 (4-20) 式 知 , n 是 有 限 数 , 于 是 存在 连 
续 奇 映射 pg :A 一 R”"\ 191. 由 延 拓 定理 , 可 将 g 延 拓 成 连续 映 
B p: E>R". 可 设 pi 是 奇 映 象 (否则 以 方 [ 1 (xz) - ei C- 
z) NÈ pi(z) 即 可 ). 由 于 A E, BF EA, ei( x22 g(x) 
zE 0, 可 以 证 明 必 存 在 8 0, 使 


q1(x)7506, Vx€N;(A). (4:22) 
事实 上 , 若 不 存在 这 样 的 9, 则 存在 z,€ N1(A), 使 
qg1(x,)70 (n=1,2,.…)., (4:23) 


由 于 c, 到 A 的 距离 可 以 达到 , 故 存在 z; € A, 使 

[zs -zi | =de ARI (712,7). (0:24) 
因 A 紧 , 故 存在 | <， | 的 子 列 z; 2" € A, 从 而 ,注意 到 (4*24) 
AS z, nz" ;再 由 (4*23) 式 ,得 到 gi(z")=0, 此 与 z"E€A 
矛盾 . 故 必 存 在 8> 0, 使 (4.22) 式 成 立 . TÈ, pi: NICA) 
R"\ 101 连 续 \ 奇 , 故 


Y(ONSCA)) &n 7 YCA). (4:25) 
另 一 方面 ,由 于 AC NSCA), Bil C ii ) 知 
YCA)& yCN,CA)). (4-26) 


TÆ, Hi (4:25) (4:26) S, 即 得 yY(Ns(A))= YCA). 
(vil) 6 UE 
Y (A)sdimE. (4:27) 


当 dimE = + co 时 , 此 式 显然 成 立 . 下 设 dimE =n. R E #— 
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Hike oe, 则 任何 z-EE 可 惟一 表 为 x = > ae TERR AR 
h(r)-2a,a-7(a,,77,a,) ER”, V] h ÆRE R” W RIE o] Rs 
ER. 显然 可 视 h: A>R \ 101 连 续 、 奇 , 故 Y CA) Sn 
dimE . (4:27) X kill. . 
再 证 

Y(20) = dimE. (4-28) 
di dimE =n 是 有 限 数 ,由 (4.27) 式 知 y (20) xidimE, He FUA 
证 y(20)ZdimE. 用 反 证 法 ,假定 Y(20) 9 m € n. TÆ, ff 
在 连续 奇 映 象 g:90->R”\ 101. 由 延 拓 定理 , 可 设 o ERO 
入 R” 的 连续 奇 映 象 . 设 e1,…, e, 是 五 的 一 组 基 , FER g 


(8) = =, 这 里 B= (B, A.) ER”, z= > Be € E. N g 是 映 
R” RE 的 m 维 子 空间 的 线性 同 胚 映 象 . 显然 gp :0 一 EE 是 连 
续 的 奇 映 象 , 并且 gp(a0)CEN\ 101. 于 是 ,根据 Borsuk 定理 
(第 二 章 定理 1.7 后 的 注 9) 知 

deg( go, Q, 0) = 8X, (4*29) 
但 另 一 方面 ,由 于 gp VE OQ BRA, E K m 维 子 空间 , go 是 降 维 
的 ,根据 第 二 章 定理 1.4 之 4", 可 知 

deg( gg, Q, 0) —0, 

Jt 55 (4-29) CF JB. 

车 dimE = + co, 则 对 于 任何 正 整数 n, 都 存在 EE 的 TET 
ZHE, 于 是 ,注意 到 E, (1 OQ JE E, PEO 且 关 于 0 对 称 的 有 
界 开 集 , 根据 刚才 已 证 的 结果 知 

Y((E,(10)) » diE, =n. 
(EIER CE, £1 2) C3 0, Bc tE ii ) 知 
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Y(GCE, 0)) (20), 
故 y(20)Z n. 由 于 n 的 任意 性 , 即 知 y (20) = + oo. 于 是 ,这 
时 (4.28) 式 也 成 立 . 证 完 . 

i E Æ Banach 空间 , UF B,= Ix € Ell xl rli Cr 
>0), S -29 B, Z f: E> R. 记 fc 
Ir€ E| f(x)201. 对 于 f, DZIE FIRE : 

(Hi) f(0) -0, BEE p>0, a >0, 1 B,C fO”, FE 

fixa. Vues 

(五 :) 对 于 万 的 任何 有 限 维 子 空间 ES, 88 ESO) fO BEIC 
界 的 . 令 | 

D-ih|hi E—E ÆRE RE HAKER, HIERZ, h 
(B))C f? |. A, 5 f REH), W 了 天 乡 ( 因 为 这 时 hE 
D. HB A x) or, VX€E). X 

D,-|K€E|K 紧 ,关于 0 对称, 且 对 任何 hET, 有 YY(K 
NACS) Sm), AF m AER. 

4 hEr, ETF h 是 奇 映 象 , 故 h(0)= 90; 于 是 闭 集 h 
(Si) 关 于 9 对 称 且 不 含 9, 故 Y(K 门 h(S1)) 有 意义 . 

9|384.3 设 dimE 之 m, 泛 函 f:E—R! WERP )5 
(Hj). 那 末 

(i)T, Zø; 

CEP GT, 

Cl )KC D, AEDE), Y( A) &rX m»K- ACD, 5 

(IV)2? o: E E ERE RE 的 同 胚 映 象 ,而 且 是 奇 映 象 ， 
并 满足 gfO)Cf0, 则 gpg(K)ET,, vKCEL,. 

证 (1 ) 取 EE 的 m 维 子 空间 Eo. 由 于 了 满足 条 件 (H,)， 
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可 取 正 数 R 充分 大 ,使 EN BRO ES f. S Kg = Eo Bg. 
显然 , Kg 是 紧 的 ,关于 0 对 称 的 .对 于 任何 hET, 有 E92 Kg 
= EN BRDE N FODE NA(B DE NACS), Afi Kx 
h(S,) - EJ) hCS,). HF h dé AIR] BEER AR, E hB )Æ E 
中 含 9 的 关于 2 对 称 的 开 集 , 从 而 Eo 门 h(B1) 是 Eo 中 含 0 的 
关于 0 对 称 的 有 界 开 集 . 又 9(h(B1))=h(3B1)=h(S1),3(Eo 
(14 Bi) CESJQ93(8(B,)) * Eo 门 h(Si1) 于 是 ,根据 引 理 4.2 
(vii) £ 
m=dimEo= y(3(EoNhA(B,))) 
SYCGEQP hCS))) 2 YCKg Ó h CS), 
& Kk € TD 因此 了 天 分. 
(i) 显然 . 
( 诈 ) 显 然 ,KR V A 是 紧 集 ,而 且 关 于 0 对称 . 对 于 AGE 了 ,有 
KNADR(S)S(KTDACSUON (CATIR CS) 
- (KA CS))) NA). 
由 假定 知 Y CK Fh CS1)) >m, AMRES 4.2( v ) 知 
Y(KNADRG)ZYy (KIA S) \ A 
ZY(OKlIA(Si)) -Yx(A)Zm-r, 
EÉKVACLD,.,. 
(V) SIR p(K) 是 紧 集 上 且 关 于 6 对称. 由 于 o RE SE 
HEREN E , 故 
£(A,D A) 7 eCAD D pA), VA, ACE, 
因此 , IHE & € D, 
g(Kf1o HACS) 2 (KO & (Si). (4:30) 
显然 pg (ACS))€ CO), AM KAP (4(S,))) € XCE). 
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于 是 ,根据 引 理 4.2(ili )n 

7 (天门 p !(ACS,))) = YCeCKF19 !(hCS)))). (4:30 
由 假定 , e ! (f) c p, m hB CO, ik e hB) 
fO, AM gth Er, Ae 

Y(KN gp !h(S,)))Zm. (4:32) 
FÆ, H (4:30), (4-31) & (4:32) ZR, 8 ylelK) NA(S 
m, W e(K)CD,. 证 完 . 

定理 4.1 设 巨 是 无 穷 维 实 Banach 空间 , f: ER! Æ C! 
BE BR, 满足 P.S. 条 件 . 又 设 条 件 ( 互 ! ) 与 (已 ) 满 足 . 对 于 每 
个 正 整数 m, c 

bm EGLI (4-33) 
pu 

Ci )O€ ab, € * oo, b, 是 f 的 临界 值 (m=1,2,…); 

(ll )b, = b uim m bue, 1m b(r21) 7 YCK,)2 r,àX 
Æ K,-Ix€Elf(x)75,f'(x)701; 

Cil ) b, Sb, C m= 1,2, 7), H 6,70 + (mo); 

(jv)f 具 有 无 穷 多 个 临界 点 , 并且 有 无 穷 多 个 临界 值 . 

证 4 KEL, it, KERR, AT f(z) 在 K 上 必 达 到 最 
大 值 ,因此 5,, < + oo. 另 一 方面 , 令 ho(x) — or, V x € E, Wü 
ho€ L, ho(S1) = S,, 从 而 ,对 于 KET, 有 7Y(KNS,) 之 m, 故 
K 门 S$, 关 0, 于 是 注意 到 条 件 (Hi) 知 6 之 a. 如 果 我 们 已 证 明 
(让 ), 则 可 推出 bn 是 的 临界 值 ,从 而 可 得 ( i )( 在 ( ii DP r 
=1, 得 7Y(K，) 之 1, 故 Ky, s 0). 

TAWE i). 用 反 证 法 . 假定 Y(K)<r( 注 意 , 由 于 了 是 


ZR, ME 了 是 奇 映 象 , 从 而 K, 是 关于 0 的 对 称 集 , 又 由 
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(Hj), f(0)20,1li 020, && 0€ K,, UE K, € XCE)). HK, 
是 紧 集 (因为 了 上 满足 P.S. 条 件 ), 根 据 引 理 4. 2( VI), TE TE 0 50, 


使 
YONSCK,)) - YCK,) € r. (4:34) 


于 是 ,根据 引 理 4.1 40, FE € 20 RB ERE llo] Bep ER AR 
71 :五 一 五 ,使 


MC Sore \ NSCK,))C hh. (4:35) 
H bw+,-1 的 定义 ， 存在 K* €... pf 
max f(r)&b,.,-ite-bte. (4*36) 
-ER 


根据 引 理 4.3( 市 ) 知 , K* V NCR) EL, .但 是 ,显然 
K'NN(G)- K'NN,G;), 

B K'NNQGK))E€D,. di(4:3695 A K* CALL Mii KN 

Ns( Ks)Chre. HII 4.1 CIV 250, qp 1 CF) C 9, Jam, 根 


185138 4.3(iv ) 知 , (CK NN(CR))€ P,. FÆ 
max fOx)Ób,-—b. (4:37) 


z€ OC NINOS) 
但 另 一 方面 ,由 于 . 
K' \ NCK,)C fore \ NSCK,), 
从 而 ,注意 到 (4.35) 式 , 知 
mK” N NCK,)) pl Sore N NS CK,)) C A, 


[4 
f(x)&b-e, Vx€ gu (K' NNICK,)), 


此 与 (4.37) 式 矛盾 . 于 是 , Cil ) 获 证 . 
Cli ) ES| EB 4.3( ii ) 直 接 推出 0, < 委 吕 (加 =12,…), 故 
Om | 是 增 数列 . 下 证 5 一 + 00. 用 反 证 法 . iE 5,5" < oc. 
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下 面 用 类 似 于 (i) 证 明 中 的 办 法 得 出 矛盾 A K R, H K 
€ NE), kB] 4.2(vi DA, Y( Ky, ) es +œ, HEE 8> 


0, 使 
YCNSCK,*)) - YCKs7)7 s. (4-38) 


根据 引 理 4.1 知 ,存在 s>0 及 映 E IE B8] Ho ER AR q: E> 
E, ft 
M Sotte NNIGKZ CA -e (4:39) 
由 于 5,5 WEEER ”使 6, 5" 一 e. 因为 16,1 增 ， 
BC b, Sb" <b" + 8, 从 而 ,存在 K, ET,,, 使 
maxf(z)<b +e 
故 
天 ,Cj | (4:40) 
另外 , 根据 引 理 4.3 C ii ) 5 
K,NN,(K)-K, NNK,)€T,. — (4:40) 
又 ,由 引 理 4. 1(IvV) All, 9: 1 CF) C Fo ,于 是 ,根据 引 理 4.3 
CV) m CK. N NSCK,)) € D, AM 
ICT) >b, >b" e. (4:42) 


max 
r€ S (K, NN, ， 

但 另 一 方面 , 由 (4.40) 式 与 (4.39) 式 知 

MCK a NN GE) CmGS re N NS GE DO f -0 
故 | 

f(x)&b'-e, Yx€ y (K. NN CK) 

此 与 (4.42) 式 矛盾 . PR b, om + oo 获 证 . 

(Ciy) 是 (六 ) 的 直接 推论 , 因为 由 bn + % 知 , 诸 bo 中 必 
有 无 穷 多 个 互 不 相同 , 它们 都 是 广 的 临界 值 , 它们 对 应 的 临界 


点 显然 也 互 不 相同 . 证 完 . 
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注 1 Eb-b4(4 K, 必 是 无 限 集 ; 从 而 必 有 无 穷 多 
个 临界 点 对 应 于 同一 临界 值 bm, 事实 上 , 由 结论 (1 ) 知 
Y(K, )>2. (4*43) 


如 果 OK, 是 有 限 集 : K。 = dx Z Tp Ir T 72 o 
XT, { (ri,i1=1,2,…,r), 令 
1, o EE E a OA 
eo. green pg. 

则 显然 piK, RIN 101 是 连续 的 奇 映 象 , 从 而 Y(K, )71, 
此 与 (4.43) 式 矛盾 . 

注 2 由 于 了 是 偶 泛 函 , 故 其 临时 点 必 成 对 出 现 , 即 车工 是 
三 的 者 办 点 , 则 一 过 也 是 太 的 临界 点 . 

例 4.1 设 0Q 是 RN(N>2) 中 有 界 锥 形 区 域 . 考察 例 3.1 
中 的 Dirichlet 问题 (3.28) . | 

结论 设 例 3.1 中 的 条 件 ( HD) GDO Cli 90 8, JE ELLE: 

CIV )f(x,w) 是 HARZ, BI 

f(x,~u)= -f(x,u), Vx€Q, 


-o «uto, (4:44) 
那 末 , Dirichlet 问题 (3.28) 在 空间 Hi(Q ) 中 必 具 有 无 穷 多 个 广 


XS. 
证 由 例 3.1 知 ,我 们 只 须 证 明 H5 (OQ) EK C! iE: 
35) 式 满足 定理 4.1 的 全 部 条 件 . 由 (4.44) 式 知 F(z,v) 是 zx 
的 偶 函 数 , 从 而 gp( 见 (3.35) 式 ) 是 偶 泛 函 . 在 例 3.1 中 已 经 验 
证 了 * 满足 P.S. 条 件 . 又 ,由 (3.45) 式 即 知 条 件 (FH ) 满 足 . 最 
后 ,证 明 条 件 ( 态 ,) 满 足 . 首先 注意 , 由 (3.32) 式 及 (4.44) 式 知 


Gn). lim GrH) = + oo， XI € o 一 致 ， 


u— + oo 


lim 


ut oo 


518 


AE bia sr X 4c, 


lim Ke- +o, X z€Q—82. — (445) 


假定 条 件 (五 z) 不 满足 , 即 存 在 Hi( 人 2) 的 有 限 维 ( 设 为 ; 维 ) 子 


空间 X, EXN EERE, RAE . 
MEE Ix€ Hi(0)] e(x)z0]. 


于 是 , 存在 u, EX, bw 上 ,一 + %, 使 
9(u,)20 (n21,2,:7). (4-46) 
4 t, = ulusm un EX, N 
Un = tnvn, fofi,s=1 (n=1,2,."). (4:47) 
E] X 有 限 维 , 故 其 中 的 单位 球面 是 紧 集 , 从 而 |w AF 


列 .为 简化 符号 , 不 妨 设 就 是 w 本 身 收敛 : w — vo( 即 
|o. 7 voli; 0), vo €. X, |voliz = 1. B (3:40) CAII 


| v, — vola —0, MIT, 存在 v, 的 子 列 在 Q 上 几乎 处 处 收敛 于 
vo. 为 简化 符号 , 不 妨 设 就 是 w 本 身 在 2 上 几乎 处 处 收 和 敛 于 


Vo- 令 


Q7 1zE82|zo(z) 天 0， 且 ww(z) 一 oo(z)|， 


Wl mesy > 0, 令 ao = l acCoJar 上 则 ao >0. 由 
(3:32) 式 及 (4.45) 式 知 ,存在 ro>0, 使 


fira) su, Vuro zeE0i (4-48) 


f(z Ya, Yu 委 -ro rEN. (4:49) 


^D,-ix€dnlt muc" QNVD,-iz€nlr, 
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|. GO «cb D, 2 DIPUDO, Dt? DP? =$, ix DO = 
red |t, v, Cx) to | 9 po D ILER Ito lr) — TQ | . 于 是 ， 
HER £I (4*48) X (4-49): & (3:29) X, 知 


To tv, (7) 
f F(z,ww0)dr= f a a (f, EE Am vds] 
E tv Cr) j 
+ jos dz 人 ep f(x, d 
+f d D ( )d 
A\D, n 0 ftz, v)dv 
tv Cr) 8 tà 
> fyo dx i 有 [RC dr lh | flx, v)ldv 
- Uu. 8 | ? 
Jo dx 人 T T pe dx A | f(x, v)|dv 
- TN dx I | f(x, v)|dv 
> f SR GOY eas f ar f” LG do 
D, 40 D, 0 
ANT. E 2 2 
E m ai G0 7 bw G)] )dr - | de f | f(x, v)| dv 
, i | J-n 
-| dz [^ | f(x, v)ldv 
a\ D, -ro 
4 
=$ f, AEP- Bd- MEI 
2t55| [ v, Cz) dx - M, (4*50) 
a0 n 


2 
其 中 M= Sean eT mesa gae 由 于 


1" [v(a dr] - in [wc per) | 


C»0»0»o-. 


1 
<l, [v,(x)— vola) Pdz)’ 


«(f Dote) =- vola) Paz) 
=| v,- vol —>0 (n9), 
KEE N >0, 使 
L 1 
[| Ls COT » (J Leotar)? - 2, 
D, D, n 
Vn>Ni. (4-51) 
4D;- QD. Dr CD? CDj C. X4 D' = U D; Wl 
D,OD;, D;CD', mesD; mesD' (n-00). (4:52) 
从 而 ,存在 N,>0, 使 


(ME > (i Coca 


上 
> (| Loo Go Paz)? 一 4 Vn >N. (4*53) 
X, 由 Qo 的 定义 易 知 QoCD" ,从 而 . 
l 1 
(o: Loota) Paz)’ >| Loote) Far) = as. (4-54) 
FÆ, H (4:51), (4:53) R (4:54) XX, BD Al 
1 
2 2. 
(全 cras] »2, 
Vn»N-^max|N,, N;l. (4*55) 


Hi (4:55) 5 (4:50) X, 又 得 | 
[FG nu)dr»H-M. Vn>N, — (56) 
521 


从 而 ,注意 到 (4.47) 式 ,有 


12 
eum eG) India | Fle, tvn )dz 
-a | Fea, tm)dr< -+ M, Yn>N, 
故 ( 注 意 t, > +o) 
lime(u,) 7 - eo, (4:57) 
此 与 (4.46) 式 矛盾 . BE, ARE HIE C Ho) IE. 证 完 . 

注 3 若 更 设 0 是 L 型 区 域 ,并 且 对 任何 RR>0, 函 数 f 
(r,u)f QX[-R,R].EX-F x, u 满足 Lipschitz 条 件 , WK 
Dirichlet [| ££ (3:28) Æ Z |l Hi(Q) 中 的 广义 解 必 是 古典 解 ( 实 
际 上 属于 某 CU “(0),0<a<1; 参 见 (8]). 于 是 ,这 时 Dirichlet 
问题 (3.28) 必 具有 无 穷 多 个 古典 解 . 特别 ,车 2 是 R33 中 的 L 
型 区 域 , 则 f(x,u)-7 u? 满足 上 述 全 部 条 件 . TÆ, Dirichlet 问 
A 

Rau r€Q; 
(4-58) 
ulan=0 
必 具 有 无 穷 多 个 古典 解 wu,(n 二 1,2,…), 并 且 每 个 u, 属于 某 
C?'*.(0),0€ a, «1. 

例 4.2 考察 例 3.2 中 的 Hammerstein £14 7j f£ (3-58), 
其 中 G 是 R" 中 可 测 集 ,0 € mesG < + o», f(x, n) ÑE 
Caratheodory 条 件 . 

结论 设 例 3.2 中 的 条 件 ( ll D, Cil ), Civ ) 满 足 ,并 将 条 件 
CIR: 

(VL 强 正定 核 &(z,y) 满 足 | | 1k(z,y)1?drdy< 
+oeo( 记 >2).( 所 谓 &A(z,y) 是 工 ; 强 正 定 核 , 是 指 &(z,y) 是 
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L; 对 称 核 , 且 满 足 
(Kọ, 9)= | | 6G eG p(y)drdy>0, 
Vo€L;(G), g6, 
Xd 

(V )fCGr, wu) 是 WA RX, BH 

f(x,-u)s-f(x,u), VrEG, -OK<u<t+%. 
那 末 , 积分 方程 (3.58) 在 L,(G) 中 必 有 无 穷 多 个 解 . 

证 由 例 3.2 的 讨论 ,考虑 L,(G) 上 的 C! 汉 函 (3.63) 式 ， 
这 时 , (3:64) UR SE. . 由 于 假定 了 核 &(z, y) EREE, 故 例 
3.2 中 的 Ho= 101, Ali Hi = L(G), H 是 无 穷 维 的 .我们 
证 明 泛 函 这 ( 见 (3.63) 式 ) 在 H, 上 满足 定理 4.1 的 全 部 条 件 . 
在 例 3.2 中 ,已 验证 了 V 满足 P.S. 条 件 . 由 于 f(x un 
的 奇 函数 , 故 易 知 RESTE GE ,另外 ,由 (3:76) 式 即 知 wi 满足 
条 件 (Hi). 最 后 证 明 P 满足 条 件 (H2).( 这 和 例 4.1 中 对 应 的 
证 明 类 似 ). ECR E, 则 存在 工 ;(G) 的 有 限 维 子 空间 X 


UE y € X. | 9a |> * o, f 
| Y(g,)20 (n-1,2,--). (4:59) 


4 n= lhl y= 二 gr € X. RI 

6,7 tz lp l= >to. (4-60) 
因 X 中 的 单位 球面 紧 , 故 uz 有 收敛 子 列 ,不 妨 设 就 是 y; 本 
身 , 即 |y; 一 多 0 py* EX, ly*l=1, 因 H:Lı(G)> L, 
(G) 全 连续 , 故 | Hoz; - H^ |, 0, 当然 更 有 

1 
| Hoz -W hs (f, | Hz (2) Hp" GO az )*-o. (4*61) 
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于 是 , Hy* 有 子 列 几乎 处 处 趋 于 Hy " ,不妨 设 就 是 Ho; 4H 
几乎 处 处 趋 于 Ho*. 显然 Hy * 关 9( 因 若 Hy* = Kiy* = 0, 则 
(Ky * ,J*)=|Kiy*|=0, 从 而 由 k(x,y) 的 强 正定 性 ,得 风 * 
= 0, 此 与 1% | 2 12F 8). 现 令 
vo= Hj', v, = Hpi, 
Go= [rE G| vo(x)720 H. v, (x) vo()], 


工 
则 mesGo > 0. $ ao = (. [Cras f, 则 a9 20. 由 


(3:62) Al, 存在 ro 70, f (4-48) X 55 (4: 49) sU OKR IP 
的 Q 换 为 G). 仿 (4.50) 的 推导 , 可 得 


| FG Hoz = Ne t,v,)dx 


>42 f [v (xr) Pdr-M, - (4-62) 
ag D, 
其 中 
| d brh 
M -2 [3 an^ mec 
aĝ b 
是 常数 , D, = |rEGlt, |v (z) >to]. $ D? = ÅD. D’ 


= Ü D; . 仿 例 4.1 的 讨论 可 知 (4.51)、(4:52)、(4.53) 诸 式 都 
成 立 . 由 Go 的 定义 易 知 GoCD ,从 而 
PA "Le 
ds [vota Paz) > 人 (| LG dz] = ag. (4-63) 
Hi (4-62). (4-51). (4:53) (4:63) 3E XX, (8. 
| F(z, Hp )dz 5 - M. Vn»N, 
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从 而 ,注意 到 (4'60) 式 ,有 
vir ls | FG. Hyda 


t? t? 
PL M 二 
2 | F(x, Hp)dz < 2 M, Vn»N, 


[51 
更 (加 ) 一 一 co (n-9), (4*64) 
此 与 (4.59) 式 矛盾 . KRC WIE . 于 是 ,根据 定理 4.1, 知 
玄 在 L?(G) 中 有 无 穷 多 个 临界 点 h, (n=1,2,…), 它 们 满足 
h,-H'fHh, (7 =1,2,…)， (4*65) 
从 而 u, = Hh, 是 方程 (3.58) 在 L,(G) PASE . 由 于 诸 hun 
=1,2,…) 互 不 相同 ,而 有 (x, y) 强 正定 , 故 诸 wu (n= 1,2,…) 
也 互 不 相同 , 因此 ,方程 (3.58) 在 L,(G) 中 具有 无 穷 多 个 解 . 
注 4 特别 ,车 Ls 强 正定 核 上 (zyy) 满 足 
|J: [£Cz, y) F^ **dzdy& * oo, 


其 中 wm 是 某 正 整数 , 则 函数 F(z,z) = zz 满足 上 述 全 部 条 
件 , 因此 , 积分 方程 (3.88) 在 Lzm+z(C) 中 必 具 有 无 穷 多 个 解 . 
注 5 例 4.2 结 论 中 的 (| ) TAA: 
(| YL, 对 称 核 (x,y) 的 非 零 固 有 值 都 是 正 的 , 而且 有 无 


穷 多 个 ,并 县 | |k (z, y) |'dzdy + oo( 力 >2). 

这 时 , 例 4.2 的 结论 仍 成 立 ( 见 [171] ). 事实 上 , 前 面 已 证 
明了 泛 函 更 ( 即 泛 函 (3.63) 式 ) 在 H, 上 满足 定理 4.1 的 全 部 条 
件 ,这 里 百 | Hy 149€ LOG)| K?9-7 0| i L(G) FHE 


Xd ,下 证 H, ELS Ens . 用 反 证 法 . 假如 H, 是 有 限 维 的 ， 
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AAs. Aen e RH 的 就 范 直 交 基 . 二 是 任何 ECL, 
(G) 可 惟一 地 表 为 = det 23 aes 其 中 EHn a 是 常数 . 
于 是 
Ky= KİK? gg + D a;Ke; = 2 a;Ke;, 
由 此 可 知 , 开 的 值 域 的 闭 包 K(L2CG)) 是 有 限 维 的 (最 多 s 维 ). 
但 另 一 方面 , 由 假定 , KK 的 全 系 固有 值 有 无 穷 多 个 , 设 为 
fan (4 >0,m =1,2,…), 其 对 应 的 全 系 就 范 直 交 固有 函数 为 
idsl(n21,2,--). 
由 于 | 
Kj, = Ad, À420 (n712, 7), 

Ko, €K(L;)(G)CK(Li(G)(n9212,-). 又 ,显然 
|j, LE BUE IAN uu BRELZ, KKG) RE Hh, 
从 而 得 出 了 矛盾 ， 

于 是 ,根据 定理 4.1 知 于 在 刀 | 中 具有 无 穷 多 个 临界 点 hn 
(2 =1,2,…), 它 们 满足 (4.65) 式 ,从 而 u, = Hh, 是 方程 (3: 
58) 在 L(G) E EL. 由 于 诸 h, 都 互 不 相同 , 故 诸 u, 也 互 不 
JREI(EE6-u,-u,-7H(h,-h,) 7 KY(h,-h,), ntm, 
N hy- hn E Ho. XE h,- h, € Hi, ik h,-h, 70, 7E). 证 


元 ， 


下 面 ,利用 例 4.2 的 结论 来 讨论 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问 
B. 


dz? (4:66) 


pum 0<z<1, 
u(0)= u(1) 70. 
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结论 ifla, uE OKI., -0< u< +o EER, J 


HE. 
1” 存在 正 整 数 p>2 及 a >0,5>0, 使 
[flx u)|Sa+b|u|? t, VORzr<1l, -oo<u<+%; 


2' 存在 0 和 9< iA M 0, fi 
Fu) | Ki de ma) Y lul 2M: Oral 


3 下 列 两 极限 式 成 立 : 
lim Heu) =0, H OC r1 一 臻 


lim Crit) =- + oo， 对 0<z<1 一 臻 
4 f(x, u)JÉ u 的 奇 函 数 , 即 
f(r,—-u)= -f(r,u), VOxirx1, -OK<u<+%. 
那 末 , 两 点 边 值 问题 (4.66) 具 有 无 穷 多 个 属于 C?[0, 1] 的 解 . 
证 众所周知 ,问题 (4.66) 属 于 C?[0, 1] 的 解 等 价 于 积分 
方程 
ur) [ kley) fr uy))dy (4*67) 
属于 C[0,1] 的 解 ,其 中 &(z,y) 表 对 应 的 Green MX: 
z(1- y), 0SrSyS1; 
ke) =] 
y(1— x), 0 yx rz. 
众所周知 , &(z，y) 是 连续 对 称 核 , 它 的 全 系 固 有 值 是 


(n=1,2,…), 故 (x,y) 满 足 上 面 的 条 件 ( i )”. FE, 


(4:68) 


Ex 
n?n? 
根据 注 5 及 例 4.2 的 结论 知 ,方程 (4.67) 在 L,[0,1] 中 具有 无 


穷 多 个 解 wu, (xz)(n =1,2,…), 即 
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由 于 Hewbeukuü # F fo(x) 7 f(x, gCx)) BRL, [0,1] 入 L, 
[0, 1] $t 故 flx, u(x))EL[0,1], 再 根据 (4.69) 
式 并 注意 到 (zx,y) 在 [0,1] Xx [0, 1]. E83 — HORE ZEE, BD u, 


(x) 在 [0,1] 上 连续 . 证 完 . 
ike 特别 地 ,函数 f(x su) m ui" "(m 是 正 整数 ) 满 足 上 


全 部 条 件 , 故 两 点 边 值 问 题 


d in utn +!1=0, Ozxcrzl, 
di (4:70) 


u(0)— u(1)-0 
具有 无 穷 多 个 属于 C^[0, 1] ft ff . 
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后 w 


本 书 是 笔者 在 山东 大 学 数学 系 给 硕士 研究 生 讲授 《 非 线性 
泛 函 分 析 》 课 程 的 教材 基础 上 ,加 上 近 几 年 来 在 科研 活动 中 所 获 
得 的 若干 成 果 整 理 而 成 。 书 中 部 分 内 容 , 笔者 曾 在 成 都 厦门、 
太原 、 南 昌 、 郑 州 等 地 讲授 过 。 

中 国 科 学 院 数学 研究 所 副 所 长 田 方 增 研究 员 为 本 书写 了 
序 , 并 提出 了 许多 宝贵 的 建议 ; 孙 经 先 同 志 也 付出 了 辛勤 的 劳 
动 , 在 此 一 并 表示 谢意 。 

限于 作者 水 平 , 书 中 不 妥 之 处 , Bo E EIE 
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第 二 版 后 记 


本 书 1985 年 出 版 后 , 一 直 作 为 山东 大 学 数学 系 硕士 研究 生 
的 教材 ,同时 ,也 被 四 川 大 学 、 山 西 大 学 、 江 西 师范 大 学 、 徐 州 师 
范 大 学 、 曲 阜 师范 大 学 等 高 校 数 学 系 选 作 硕 士 研究 生 教材 。 本 
P 1988 年 获 国家 教委 高 校 优秀 教材 二 等 奖 并 入 选 国家 教委 “ 九 
五 "重点 教材 , 1998 年 又 获 教育 部 科技 进步 二 等 奖 。 本 书 被 引 
用 较 多 ,在 1998 年 中 科 院 文献 情报 中 心 朱 献 有 主编 出 版 的 《中 
国 科学 计量 指标 :论文 与 引文 统计 (1998 年 卷 )》 所 列 我 国 1997 
年 专著 和 译 著 被 引 频 次 最 高 的 前 50 名 专著 中 , 笔者 名 列 第 29 
位 (并 列 ), 本 书 被 引 频 次 是 27。 

限于 作者 水 平 ,本 书 第 二 版 不 受 之 处 , 敬 请 读者 指正 。 
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